Linearni diferencidlni rovnice fdadu n

Definice 1 Necht'n € N, pak diferencidlni rovnici

an, () y" + an—1 () y(”*l) +ooa@yta(@)y=f(x), (1)

kde
a;(z), 1=0,1,...,n,

a f (z) jsou funkce definované na jistém intervalu I, a, (z) # 0 na I, nazgvime
linedarni diferencidlni rovnici 7adu n. Je-li f(x) = 0, pak se rovnice 7?7
nazyvd homogenni, v opatném piipadé se nazyvd nehomogenni.

Véta 2 (O existenci a jednoznaénosti). Necht funkce a; (z),i=0,1,...,n,
a f (z) jsou spojité na intervalu I. Necht xg € I a yo,y1,---,Yn—1 € R. Pak ex-
istuje prave jedno feseni y (x) rovnice 7?7 def. na celém intervalu I, které splnuje
Cauchyovy potdtetni podminky y (o) = yo, ¥ (o) = y1,- ..,y (20) = Yn_1.

Dale rozebereme homogenni linearni diferencidlni rovnici fadu n:

ap (@) Y™ + an-1 (@) y" Y . an (@) Y+ ao (2) y = 0, (2)
kde budeme ptredpoklddat spojitost funkef a; (z), ¢ = 0,1,...,n na intervalu
1.

Véta 3. Rovnice mé vzdy trividlni feseni y = 0.

Véta 4. Necht' y; (z), y2 () jsou FeSeni rovnice a ¢ € R. Pak téz funkce
y1 (z) +y2 (), cy1 (x) jsou Fesenimi rovnice (2). Tedy vSechna feseni rovnice
tvoff vektorovy prostor. Dimenze tohoto prostoru je rovna n.

Definice 5. Tvoii-li funkee y1 (), y2 (x), ..., yn (x) bdzi vektorového pros-
toru v8ech feseni rovnice na intervalu I, pak nazyvdme tuto mnozinu funkct
fundamentalnim systémem rovnice .

Véta 6. (o obecném feseni homogenni linedrni diferencovatelné rovnice fddu

Necht y; (z), y2 (z),...,yn (x) tvori fundamentdlni systém rovnice , pak
1ze kazdé Feseni y () rovnice (2)) na intervalu I vyjadfit ve tvaru:

y((L’) =Y ({E) + ...+ can (ZL’), (3)
kde c1,...,c, jsou jistd redlnd cisla.
Definice 3 Méjme ddany funkce y1 (), ...,yn (z), které jsou Fesenimi rovnice

@, Pak lze definovat Vx € I:
Definice 4

w (z) = det : : : . (4)



Determinant nazgvame Wronského determinantem nabo krdtce wron-
skiagnem.

Véta 5 (O nezdvislosti). MnoZina celkem n FeSent y1 (), y2 (), ..., yn (2)
rovnice (na I) je linedrné nezdvisla (a tvori tedy fundamentdlni systém
rovnice (3)), prave kdyz je w (z) # 0 na I.

Véta 6 (O sestavent rovnice (9)) z fundamentdlniho systému). Necht funkce
y1 () ,y2 (), ..., yn () maji derivaci Fddu n na intervali I a necht je jejich
wronskidn razny od nuly na intervalu I. Pak dovnice

yi(z), y2(z),. . yn (), y(x)

Y1(z) y2(z),...,¥n (2),y(2)

det =0 (5)

yYL) (), yén) (x),... 7y7(1n) (z), y™ (x)

je homogennd linedrni diferencidlni rovnice fddu n a jeji fundamentdlni systém
tvott funkce y1 (x), ya (), ... yn (x).

s =2

Snizeni fddu homogenni rovnice:
Piedpoklddejme, ze zndme jedno feseni y; () rovnice a necht y; (z) #0
na néjakém intervalu J C I. Potom hledejme feSeni rovnice ve tvaru:

y(x) =u1(2) 2(2),

kde z (z) je nezndma funkce, kterd md na I derivace az do fddu n. Dosad'me
nyn{ y (z) do rovnice . Dostavame:

b () 2 + by (2) 2D 4 by ()7 +

+ (an @)y + any (@) "V a(()z)yl) z = 0,
kde b; (x),7 =1,...,n jsou funkce vyjadfené pomoci funkci y1 (x), a1 (x),...,a, ().

Nebot’ vyraz v zavorce je roven nule, dostdvame pro nezndamou funkci z rovnici:

by (z) 2™ + ...+ by (z) 2= 0.

Nynf provedeme substituci: z'(z) = u (z) a dostaneme rovnici ve tvaru:

by (2)u™ . b (2)u=0

coz je homogenni linedrni dif. rovnice fddu (n —1). Mdme-li napf. Fesit
rovnici 2. fadu:

ag (2)y' + ar (2) y'+ ao (z)y = 0 (6)

a zndme-li jedno nenulové fesent y; (x) této rovnice, pak lze nalézt dalsf fesent
y2 (z) této rovnice tak, ze funkce y; (x) a yo (z) budou tvofit fundamentdlni
systém rovnice @ pomoci tzv. Ostrogradského-Lionvilleova vzorce:
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kde

p(z) = (a1 () Jag (z)) a C €R.

Skutecné, je-li y; () zndmé fegent rovnice (6]), které nenf nulové na jistém
intervalu J C I. Hledejme dal3f fesenf y, (x) rovnice (6]) ve tvaru:

Y2 = Y14,

kde z je nezndméd funkce. Pak

Y2 = yz+yid, =iz +pZ =
= Yy +2y7+wn7

Po dosazeni do rovnice @ dostaneme:

az (z) (112 + 2017+ y12) + a1 (v) (112 + y12) +ao (z) y12 = 0.

Po tdpravé mame:

az (z) y12'+ (2a2 (z) y1' + a1 (2) y1) £+ (a2 (z) y1'+ a1 (¥) y1'+ ao (¥) y1) 2 = 0.
Jelikoz je funkce y; (z) FeSenim rovnice @, prejde piedchozi rovnice do
tvaru:
az (z) y17+ (2a2 (z) y1'+ a1 (z) y1) 2= 0.

Protoze predpokldddme, Ze neplati as (z) = 0 na I a neplati y; () = na
J C I, pak na J bude mit ptedchozi rovnice po vydélenf vyrazem as () y; tvar:

%/

7+ (y + 2 (x)> Z=0
yio oaz(z)

ay(z)

as(z)’

Pokud polozime p (z) = lze predchozi rovnici roziesit vzhledem k 2’

jako linedrnf rovnici 1. fadu:
”
F = 026_ f<27/1 +p)d't — 0726_ J p(z)dz
yi

7= C—ze—fp(m)dz,mel (8)
[

Z (8)) dostdvéme po integraci:

1
z = 02/ (2e—fp($)dx) dz + ;. (9)

Y1



Daéle

_ <y2> Y21 — y2y1
Y1 yi

Dosad'me nyni 2 do :

Y2Y1 —2y2y1 _ %e—fp(x)dm —
Y1 Y1
ILY2 oty — oy = coe S P,

- S
'y1y2

Takto jsme odvodili vzorec .
Polozime-li v ptfedpisu @[) ¢ =0 acy =1, dostdvdme

@) = @) [ (e ) (10)

Je ztejmé, ze funkce yo (v) Tesi na I rovnici (6). Ovérme jeste, ze funkce
y1 (2) a ys (x) tvoif fundamentdlni systém, rovnice (6). Za tim icelem spoctéme

wronskidn:
_ |y Y2 _
wiz) = Yo Ys
y1 () yl(:c)f( 227 € — [p(=) x)dm

yi (55) yllf(yl(gr e~ J p(x) w) dx+y1 (:E) yf( )6 [ p(z)dz

y1 () L e~ Jr@dr oy (w)y1'(m)/< 1( )e - [ p(=) i) dx —

1
. ’ — [ p(z)d= _ — [p(x)d=
y1 () vy (13)/ <y% (m)e ) dr =ce > 0.

Tedy podle véty pak funkce y; (z) a y; (z) tvori fundamentdlni systém
rovnice

Remark 7 Neexistuje 2ddnd obecnd metoda nalezeni FeSend rovnice @, ani pro
rovnici 2. tadu. V nékterych piipadech lze TeSent nalizt, pokud existuje resent ve
tvaru polynomu y (z) = "™ + ap_12" 1 + ... + ag nebo ve tvaru exponencidlni
funkce y = e**

Nehomogenni linearni diferencidlni rovnice fadu n
V dalsfm budeme hledat feseni tzv. nehomogenni linedrni rovnice fddu n.

an () Y™ + a1 (z) g4t (x)y' +ap(x) =0

(pN Ln) se bude nazyvat pfislu§nd homogenni rovnice k rovnici (NLn).
Oznacime-li L (y) := a, () y™ + ...+ ag (x)y, levou stranu rovnice (N Ln)
takto je timto pfedpisem definovdno zobrazeni z vektorového prostoru funkei
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majicich derivace az do fddu n na I s hodnotami ve vektorovém prostoru funkci
definovanych na intervalu I.
Snadno se ovéii, ze L je linedrnim zobrazenim, tj., Ze plati:

Va,B8 € R, Yyi,ys : (11)
L(ay + By2) = oL (y1) + BLy,.
Zobrazeni L byvéd nékdy nazyvano linedarnim diferencidlnim operdatorem
radu n.
Pak rovnice (NLn) a (pNLn) psat struéngji:

L(y)=f (12)
L(y) =0. (13)
Véta 8 (Vlastnosti rovnice ).

1) Necht'u (x) je Tedent rovnice av(z) je resent rovnice (13). Pak je funkce
u(z) + v (z) FeSenim rovnice

2) Nechtu(z) a v (z) jsou dvé Fesent rovnice (19). Pak je funkce u(x) — v (z)
FeSentm rovnice .

3) Necht'u (z) je Fesentm rovnice L (y) = f1 a v (x) je Fefenim rovnice L (y) =
fa, pak je funkce u (x) — v (x) Fesenim rovnice L (y) = f1 + fa.

Dikaz. Dikaz je snadnym dusledkem linearityy zobrazeni L (viz. vztah ).D
[

Corollary 9 Necht' funkce y1,...,yn tvoii fundamentdlni systém rovnice
a yp je néjaké resent rovnice (@), pak obecné Feseni rovnice @) je tvaru:

Y=ciy1+ ..+ Cnln + Yp, (14)

kde c1, ..., cn jsou libovolnd redlnd ¢isla.

Diikaz. Budiz y (z) libovolné zvolené fesenf rovnice (12)). Pak v diisledku véty

©) @) je funkee y (x) — yp () Fesenfm rovnice (13). Podle véty (6) pak existujf
¢isla cq,...,c, € R tak, ze

y(@) —yp (x) = c1y1 (z) + ... + cnyn (2).

Odtud jiz dostdvame vyjadient fegenf y (x) ve tvaru:

y(x) =cyr (x) + - + cnyn () + 4 (2).
O m
V nésledujici vété je popsdna metoda pro nalezeni tzv. partikuldrniho feSen{
rovnice pokud jiz zndme obecné feseni homogenn{ rovnice neboli jeji
fundamentalni systém. Tuto metodu nazyviame Lagrangeovou metodou vari-
ace konstatnt. Jeji princip jsme jiz poznali, kdyz jsme Fesili linedrni rovnice 1.
radu.



Véta 10 Necht' yi,.. .y, tvoii fundamentdlni systém rovnice . Dadle necht’
derivace funkct ¢y (x),..., ¢, (x) jsou Felenim soustavy rovnic:

@)y (2) +.. 4 (@) yn () = 0 (15)

na intervalu I. Pak funkce:

y(@) =ci(@)y (@) + .. 4 e (@) yn (2) (16)

je resenim rovnice @ na intervalu I.
Diikaz. Predpoklddejme, 7e existuji funkce ¢; (z),...,c, (z) takové, ze spliiuji

soustavu rovnic . Nyni postupné vypocitame derivaciy’ (z),y” (z),...,y"™ ()
funkce y (z) dané vztahem (16)):

Y (z) = (@) y(x)+... 4, (@) yn (@) + (c1 () yy () + .. +cn (2) Y, (7))




Y @) = (A @ @)+ @Y (@) + (e @ o @)+ e @)y (@) =

f(x) fan (z)

f (=) +cl(x)y£n)($)+"'+c”( )yl () .

anp, ()

Nyni dosadime za y (x), ¥’ (z),...,y™ (z) do rovnice (12):

an(a:)y(”)—i—a 1 (z) (’L_l)—i—...—&—al( Yy +ag(x)y =

= an(x)(f(()) @)y (@) + ... +en (@ x>+

+an—1 ( (Cl gD (@) e (@) Y 1)(

4.+
+ay () (e1 (@) 41 (2) + .+ en (@) ), (@) +
+ag (2) (1 (z) v (2) z))

e (@) (0 (@) 58 @)+ anor (@) 97D (@) + -+ a0 (2) o (2)
= f@),
O m

Véta 11 Ke kazdému fundamentdlnimu systému rovnice a kazdé funkci
f () spojité na intervalu I existuje aspon jedno resenicy (x),. .., c, (x) soustavy
definované na intervalu I.

Dikaz. Sta¢i si uvédomit, ze Va € I je determinant soustavy (15 wronskidnem

funkef y1,...,y, a ten je Vo € I rizny od nuly diky linedrn{ nezavislosti funda-
mentédlniho systému y1, ..., y, rovnice (13).00 =

Linearni diferencidlni rovnice fadu n s konstantnimi koeficienty
Definice 12 Necht'n € N, pak diferencidlni rovnici
an -y +an 1y + . ay +ay = [ (), (17)

kde ag,aq,...,a, jsou redlnd ¢isla, a, # 0, a f (x) funkce definovand na inter-
valu I, nazyvdme linedrni diferencidlni rovnici #adu n s konstantnimai
koeficienty.



Remark 13 Budeme i naddle predpoklddat, Ze funkce f(x) je spojitd na in-
tervalu I a nebot konstanini funkce jsou téz spojitymi funkcemi na I, plati i v
tomto pFipadeé véta 2 o existenci a jednoznactnosti.

Definice 14 Necht'n € N, pak diferencidlni rovnici
any™ + anay" N .+ ary + a0y =0, (18)

kde ag,ay,...,a, jsou redlnd ¢isla, a, # 0, nazjvdime homogenni linedrni
diferencidlni rovnici fadu n s konstantnimi koeficienty.

Oznacime-li opet L (y) := any™ + an_ 19"V 4+ ...+ a1y + agy, pak lze psdt
rovnice a @ ve strucnéjsim tvaru:

L(y) =/, (19)
L(y) =0. (20)

Remark 15 Pochopitelne, ze pro tyto rovnice plati viechny dosud citované véty.
Navic Ize v tomto specidlnim pFipade relativné snadno nalézt fundamentalni sys-

tém rovnice (@

Véta 16 Necht' u,v jsou funkce, které maji derivace a? do Fddu n na intervalu
I a necht'c, \ jsou konstanty. Pak plati:

1) L(cu) = cL (u)

2) L(u+v)=L(u)+ L(v)

3) L(e)‘””) =M (an)\" +an N a A+ ao),

Dikaz. Prvnf dvé vlastnosti jiz byly probrény difve. Vlastnost 3) se snadno
dokaze, nebot’ (e’\“’)(k) — e m

Corollary 17 a) Je-li v + iv komplexni funkce, kterd 7e3i homogenni rovnici
(@, pak téz redlnd cdst u a itmagindrni ¢dast v jsou tesenimi rovnice (@ b)
Funkce y = e Fest rovnici (@ prave kdyz ¢islo A je kotenem tzv. charakter-
istické rovnice diferencidlni rovnice @)

A A" + a1 A+ ai A+ ap = 0. (21)

Remark 18 Je mozné, e komplexnt funkce y (x) = u (z) + iv (z), x « I Fes(
TOUNLCE (@ Je zreymé, Ze véta 16 plati 1 pro komplexni redend rovnice @ a
pro ¢, A € R.

Nicméné nasim cilem bude (a to je vidy mozné) vyjadrit obecné Fesent rovnic
(17) resp. (18) pomoci pouze redlnych funkei.

Corollary 19 Dasledku 17. a) Z predpokladic o diky vete 16 1), 2) mame:

0=L(u+iv)=L(u)+iL(v) = L(u)=0AL(v)=0.

b) Vlastnost je otividnym dtsledkem tvrzeni 3) véty 16.01



Remark 20 V dalsim bude pouZita tzv. Fulerova rovnost:

e =cosx +isinz, zcR. (22)

Vztah (@ symbolizuje tzv. exponencidlni tvar komplexniho ¢isla z = cosx +
tsinx. Ze vztahu (@ pak snadno plynou nasledugjict vztahy (tzv. Eulerovy vzorce):
eix + e—iw eiz _ e—iac
cosr = ——, sihg = ————

5 ,zER (23)

Nalezeni fundamentdlniho systému homogenni rovnice

Véta 21 (Fundamentdlni véta algebry).
Kazdy polynom stupné n s komplexnimi koeficienty md celkem n kovent véetné
ndsobnosti.

Nyni rozebereme rtzné pifpady, které mohou nastat pii feseni charakteri-

stické rovnice (21)).

1) Rovnice ma n riznych kofent A1, ..., \,. Pak funkce y; = e, g, =
e .y tvoif (redlny) fundamentdlni systém homogenni rovnice ([18)).
Ovéime nyni linedrni nezavislost techto funkei.

Y Y2----Yn
/ / /
w(z) = Vi YoUn _

ygn—l) yén—l) y'SLn_l)

eMT  erer | oAnz

)\1€>‘1:C )\26)\21:“.)\"6)\711

ApTtehe \pTlgher | AnTlodne

1 1.1
NS B VRN VO W

)\193 )\2(1?

= € - e

e(A1+A2+...+)\n)x . H ()\2 _ )\J) 7& 0.
| S —
>0 >]
~————
#0
Posledni determinant se nazyvd Vanderneondiv determinant. Naznacime

zpusob vypoctu tzv. Vandermondova determinantu. Pro kazdé n € N, n > 2
polozme:

Vn()\la"'7)\n):



V prvnim kroku ode¢teme o n-tého fddku (n — 1)-ni fddek vyndsobeny A,
od (n — 1)-ho faddku odetteme fadek (n — 2)-hy vyndsobeny Aj, atd. az od 2.
raddku odecteme 1. fddek vyndsobeny A;. Tim dostaneme determinant do tvaru:

V(AL A) = (24)
1 1 1
0 Aoy An = A1
= 10 Me=A) o A=A |2
0 AV (e — A1) D )
A2 — A An — A1
] ee=d) s MmN e
572 (M=) A2 (A = A1)
1 1 .1
A As e A
= e M) Os M) O a| 2T
DD VD Vo
= Mo=A)As=A) e O = A) Vit (Ao 3 M) - (26)

Pii dpravé (*) jsme uvedeny determinant rozvedli podle 1. sloupce a pfi
dpravé (**) jsme postupné z 1. sloupce vytkli ¢initel (A2 — A1), z 2. sloupce
¢initel (A3 — A1) atd. az z posledniho sloupce jsme vytkli ¢initel (A, — A1). Takto
dostavame rekurentn{ vzorec:

Vi Mo dn) = Ao = A) A3 = A1) e = A1) - Vit Moy An) . (27)

Jelikoz je Vo (Ap—1,An) = ‘ A\ 1 /\1 = An — An_1, dostaneme sestupnou
n—1 n
indukei s vyuzitim vzorce :
Vi A, A2, 0000,) = (Aa—=A) (A3 = A1) oo (A — A1)

A3 =)o (A — N2).
()\nfl - )\n72) . (>\n - )\n72) .
()\n - >\n71)

i
.

n

= IT Gi=x) ) =TT —x).

1 \i=k#1 i>j

ES
Il

O
2) M4-li rovnice aspon jeden kofen vicendsobny, napt. je-li A m-ndsobnym
kofenem, m > 1, pak jsou funkce y; = e, yo = e, y3 = 22, ... ym =

™~ 1M fegenimi homogenni rovnice (18)).
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Obecnéji, ma-li charakteristickd rovnice (21f) celkem k& < n navzdjem rtznych
kofent A1, Ao, ..., Ag, jejichZ ndsobnosti jsou po fadé my,mas, ..., my, kde mq +
mo—...+myg = n, pak n nasledujicich funkei tvoii fundamentélni systém rovnice

[3):

M peMT L pmTlhe (28)

Remark 22 Jelikoz mohou byt nékteré koreny \; meredlné a ndm jde o to,
nalézt fundamentdlni systém rovnice (@ obsahujici pouze redlnd feSent, nahradime
neredlnd reseni z fundamentdlniho systému (@ Napiiklad, ma-li charakteri-
stickd rovnice neredlny koren X\ = o+ i3, md i komplexni sdruzeny koten

A =a —if. Temto dvema korentim odpovidaji tato Fesent:
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