Obycejné diferencidlni rovnice
Budeme studovat rovnice ve tvaru:

Yy =F(z,y).

1 Oznacéeni derivace

@ G. Leibniz

dx
T I. Newton

Dy....... modern{ oznaceni

Derivujeme zavislou proménnou y podle nezavislé proménné z. Je-li
x = x (t) funkei ¢asu, pouzivame téz .

Pro druhé derivace mame oznaceni:

d?y
d2 y" = D%,

je-li z = x (t), pak piseme téz . Pro n-tou derivaci mame oznaceni:

d™y
Z I — ™ = Dy
d" Y Y

2 Diferencialni rovnice

(i) Definice diferencidlni rovnice
Diferencidlni rovnice je rovnice vyjadiujici vztah mezi nezndmou funkci

a jejimi derivacemi. Napiiklad, je-li x = z (t), pak funkce x mize vyhovovat

rovnici:
T+8t+T7xr=0 (1)

nebo tfeba rovnici

V- z6) + cos (t) e 4 (2"2'2)° = sin (5t) . (2)
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Je-li nezndamd funkce v rovnici funkef jediné proménné, pak mluvime o
tzv. obyéejné diferencidlnf rovnici, ve zkratce ODR. Réddem diferencidlni
rovnice se rozumi Fad nejvyssi derivace vyskytujici se v dané rovnici. Rovnice
je tedy rovnici 2. fadu a rovnice ([2]) je rovnici 5. fadu.

Ptesnéji budeme definovat diferencidlni rovnici nédsledovné.

Definice 1 Diferencidlni rovnici rozumime rovnici tvaru
F(xyyaylly---ay(n_l)ay(n)) = 07 (3)
kde F' je redlnd funkce n + 2 proménngch.

(ii) Resent diferencidlni rovnice

Definice 2 Re3enim diferencidlni rovnice @ rozumime funkci y defi-
novanou na néjakém neprizdném otevieném intervalu I, kterd md v kazdém
bodé intervalu I wvlastni n-tou derivact a jejiz hodnoty spolu s hodnotam:
deriwaci splivugi rovnici @ v kazdém bodé intervalu I, tj. pro kazdé x € [
plat?

F(z,y @),y (=),y" (@), ...,y Y (2), 9™ (2)) = 0.

Je-li funkce y TeSenim rovnice (@) na intervalu I a funkce y je TeSenim
rovnice (@) na intervalu I a pokud je I < I, T # I ay(x) = §(z) pro
vsechna x € I, pak Fikdme, Ze FeSeni i je prodlouzZenim ieseni y na inter-
val I. Resent rovnice (@), které nemd prodlouzent, nazgyvdme maximadlnim
Fesenim rovnice (J).

o fesit diferencidlni rovnici znamend hledat funkci, kterda vyhovuje dané
rovnici.

e Najit fesenf diferencidlni rovnice je obecné obtizné nebo nemozné.

e Je-li oviem ddna konkrétni funkce, pak je snadné ovéfit jedné-li se o
feSenf dané rovnice.

Piiklad 1. (Zkouska dosazenim)
Ovéime, ze funkee y (t) = €* je fegenfm diferencidln{ rovnice

y = 3y. (4)



Reseni. Dosad'me tedy funkci y = €3 do rovnice a ovéime, Ze se leva
strana rovnd pravé strané. Na levé strané mame:

3 = 3.

Na pravé strané pak je
3y = 3e’.

Tedy leva strana se rovnd pravé strané.

Piiklad 2. (Vylouceni feseni dosazenim)
Ukazme, ze funkce y () = ¢* nenf fegenim diferencidln{ rovnice

i
==, 5)
y=7 (5)
Reseni. Dosazenim vyjadieni y = ¢* do rovnice (5)) dostaneme na levé strané:
y = 3t%. Na pravé strané pak dostaneme: y/t = 3/t = t*. Vidime tedy, Ze
leva strana je po dosazeni rtiznd od pravé strany.
To znamens, ze funkce y (t) = ¢3 nenf fesenfm rovnice ().

(iii) Parametrizace mnoziny feSeni diferencidlni rovnice

Je obvyklé, ze dand diferencidlni rovnice mé vice nez jedno feseni. Mnozinu
téchto Tesenf lze zapsat s pomoci parametru.

Priiklad 3. Najdéme obecné feseni klasické diferencidlni rovnice

i=t. 6)

Reseni. Budeme-li dvakrat integrovat a zapiSeme-li piislusné integracnf

konstanty c;, co, dostaneme:

3

t

z(t) = =+ cit + co.

6
Toto vyjadfeni je parametrizaci mnoziny feSeni rovnice @ Konstanty ¢y,
¢ jsou zde parametry. Pro kazdou volbu parametri ¢q, ¢o dostaneme rizné
Fegent rovnice ().

(iv) Pocétecni Cauchyova iloha

Nékdy jsou kromeé samotné diferencidlni rovnice zadany také tzv. pocateéni
podminky. Poc¢dteéni podminky spolecné s diferencidlni rovnici tvoif tzv.
pocdteéni Cauchyovu ilohu.




Piiklad 4. Resme pocdtecni tlohu pro rovnici # = t s po¢atecnimi pod-
minkami: z (1) =1, (1) = 2.
Reseni. V predchozim piikladu jsme nasli obecné Feseni této rovnive:
43
z(t) = =+ 1t + co.

6
Nynf uzijeme pocdtecni podminky k urc¢eni hodnot parametri c; a cs.
. t? , 1
T(t) = §+cl — (1) = 5—1—01 = 2.
t3 1
x(t) = €+Clt+02:$(1):6+01+62:1.
Odtud pak dostdvdme nezndmé ci, c: ¢; = 3/2, ¢ = —2/3. Resenfm nasf
pocéatecni ulohy je funkce
B2 2
H)=—+4-t—=
) =G5+3 "3

vvvvvv

Velmi dilezitou diferencidlni rovnici je rovnice

y = ay. (7)

Rovnice se da zapsat rtiznymi zptisoby:

d
g o= ay; d—izay(t); y' = ay
y—ay = 0.
Obecnym fesenim je funkce
y(t) = Ce™,

kde C je konstanta.

Proved'me zkousku dosazenim. Leva strana je rovna:

y = aCe™
a prava strana je rovna
ay = aCe™.
Protoze se levd strana rovnice rovna pravé strané, je funkce y (t) = Ce™

skute¢né resenfm rovnice (7).



4. Jiné dilezité piiklady rovnic

Priklad 1. ( Matematickd analyza)

dy
= = 2x.
dx v

Obecné feseni je déno vztahem

y(x):x2+C:/2:1:da:.

Piiklad 2. (Rovnice tepelné difuze)
Teleso o teploté T je umisténo do prostiedi o teploté Tg. Z Newtonova
zékona pak derivace teploty spliuje rovnici

T = —k(T —Tg),

kde k£ > 0 je konstanta. Poznamenejme, Ze znaménko minus mé za nésledek,
ze teplota télesa se blizi k teploté okolniho prostiedi 1T'g.

Priklad 3. (Newtoniiv pohybovy zdkon)

Blizko zemského povrchu se tidi pad télesa rovnici
d*y
dt?

kde y je vyska télesa nad zemskym povrchem a ¢ je gravitac¢ni zrychlen,
g~ 9,81 m/s>

Piiklad 4. (Newtoniv gravitacni zékon)

Newtoniiv gravitacni zédkon fikd, ze zrychleni télesa ve vzddlenosti r od
zemského stiredu vlivem gravitace je ddno vztahem:

d?r
dt?

kde Mg je hmotnost zemé a GG je gravita¢ni konstanta.

= -9,

= —GME/TQ,

Piiklad 5. (Jednoduchy harmonicky oscildtor: Hookuv zdkon)

Ptedpokladejme, ze téleso o hmotnosti m je upevnéno k pruziné a necht’
x je rovno vychyleni pruziny z rovnovazné polohy. Pak z Hookova zdkona a
z Newtonova pohybového zdkona pak plyne

mi = —kx <= mi—+kr=0,



kde konstanta k je tuhost pruziny. Znaménko minus zpisobi, ze sila pisobi
zpét k rovnovazné poloze.

Piiklad 6. (Tlumeny harmonicky oscilator)
Ptidédme-li k ptedchozf rovnici jesté tzv. tlumici silu imérnou rychlosti &
systému téleso-pruzina v Pitkladu 5, dostaneme

mi = —kx —bxr < mi+bx+ kx =0,

kde —bz je tlumici sila a b je konstanta tlumeni.

5. Separace proménnych

(i) Rovnice se separovatelnymi proménnymi
Rovnice m& separovatelné proménné, pokud lze algebraickymi tdpravami
rovnice separovat proménné na riznych strandch rovnice. Obecny tvar této
rovnice je
y=1r)-g@). (8)
Pi#iklad 1. Resme rovnici ¢ = o (y — 1).

Reseni. Nejdiive piepiseme rovnici do tvaru:
dy
—=zx(y—1).
- =aey—1)
Nyni separujeme proménné x a y:

dy
y—1

= xdzx

| integrace

d
A /xdx
y—1
72
Injy—1]+ec = E—l—cl,

kde c¢q,co jsou konstanty.

2
T
Injly—1| = 5 + c3...stacf jedna konstanta.



Déle fesime rovnici vzhledem k nezndmé y:

2 2
|y . 1| — e /2+c3 — e%Be? /2.

Absolutni hodnotu lze odstranit, ale pak mutze byt pravd strana jak
kladnd, tak zdpornda. Proto

y—1= +eBe” /2 = y=1=%e%.
Nakonec pieznacime konstantu +e® jako C' a FeSeni zapiSeme:

y(z) =1+ Ce”/?

Priklad 2. (ztracené trividlni feseni)
Najdéme v8echna fesenf rovnice

y =z(l-y).

Reseni. Nejdiive si v8imnéme, ze konstantni funkce y (r) = 1 fesi danou
rovnici. Jak uvidime, metoda separace proménnych toto feseni nenajde. Nynf{
feSme rovnici pomoci separace proménnych.

1. Separace proménnych:

a iyy)Q = zdx
2. Integrovani:
/ ﬂi—yyf = / xdx
3. Vyjadien{ proménné y:
y=1—-— ! .
=+ C

Jak je videét, tak konstantni funkce y (x) = 1 nenf zahrnuto mezi mnozinou
parametrizovanych feseni.

Piiklad 3. Najdéte vSechna ztracend trividlni feSeni rovnice
Yy =(x+1)e" (¥ —8y+7).
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Reseni. Koteny mnohoclenu 42 — 8y + 7 jsou y = 1 a y = 7. Tudiz "ztra-
cenymi" trividlnimi feSenfmi jsou dvé konstantni funkce:

y(@) =1, y(a)=T.

vvvvvv

ReSme rovnici
y = ky.

Rovnici budeme fesit metodou separace proménnych:

d
Y= kdt
Y
Inly| = kt+a¢
|y| — 6kt+cl — eclek‘t
y = =+eeM
y = CeM.
Vs&echna teseni jsou ddna vztahem:
y(t) = Ce™,

kde C' € R. Povsimnéme si, ze v pfedchozim vztahu bude zahrnuto i ztracené
trividlni feseni, pokud polozime C' = 0. (Porovnejte s piikladem 2 !)

6. Geometrické metody

Pojmy: smérové pole, izokliny, integraln{ kiivky.

Grafickd metoda nalezeni feseni rovnice 3y’ = f (x,y) vychdzi z konstrukce
tzv. smérového pole. Smérové pole zndzornime tak, ze bodem (z,y) v roviné
vedeme tsecku jejiz smérnice je rovna hodnoté f (x,y).

Piiklad 1. Zndzornéme smérové pole rovnice

dy _

d:n_%j:f(m’y)'
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Vsimnéme si, zZe smérnice tzv. linearnich elementt jsou nezdvislé na ver-
tikdln{ transformaci.

V této souvislosti je vyhodné mit k dispozici kfivky nazvané izokliny.
Jsou to kiivky dané rovnici (s parametrem m):

f (z,y) = m = konstanta.

V bodech lezicich na izokliné maji vS§echny linedrni elementy stejnou smérnici
rovnou konstanté m.

Ptiklad 2. Uvazujme rovnici 4/ = z—y. Potom jsou izokliny dany rovnici:
T —y=m.

Napiiklad izoklina spojuje body jejichz linedrni elementy maji nulovou smér-
nici.

|
y=X-y
4 Y m=-1 m=0
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Mame-li nyni nakresleo smérové pole a izokliny, potom kreslime kfivky
zvané integralni, které jsou teéné v kazdém bodé k piislusnému linedrnimu
elementu. Podstatou je fakt, ze

integraln{ kiivky jsou grafy funkci, které jsou fesenimi rovnice y' = f (z,v).

Dvé integralni kiivky rovnice ¢y = x — y byly (plnou ¢arou) zakresleny v
predchozim obrizku.

Piiklad 3. Uvazujme rovnici ' = —x/y. Rovnice izokliny m& pak tvar
1
——=m = y=——=2
Y m

7. Linedrn{ rovnice 1. fddu

(i)
Definice 3 Je-li funkce x = x (t) nezndmd funkce, potom rovnice ve tvaru:

d
A+ Bz ) =C (1) 9)
se nazyvd linedrni diferencidlni rovnici 1. vadu. Je-li A(t) # 0, pak
budeme psdt rovnici (@ ve standartni forme:

dx

() =a(). (10)
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(ii) Terminologie a oznaceni. Funkce A (t), B (t) v rovnici a funkce
p (t) v rovnici budeme nazyvat koeficienty rovnice. Ddle, jsou-li funkce
A(t), B(t) (resp. p(t)) konstantni (tj. nezdvisi na proménné t), pak fikdme,
Ze mame rovnici s konstantnimi koeficienty.

(iii) Homogenni linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu

Je-li v rovnici (9) C'(t) = 0 (resp. ¢ (t) = 0 v rovnici (10, pak se tato

rovnice nazyvd homogenni a mé tvar:

A(t)é—f—{—B(t)x(t) = 0, resp.
Z—f—i—p(t)x(t) = 0.

(iv) Princip superpozice

Uvazujme dvé funkce ¢, (t), g2 () a konstanty ¢y, co. Pak funkci ¢1q; (t) +
2o (t) nazyvdme superpozici nebo linedrni kombinaci funkci ¢ (¢) a
g2 (t).

Véta 4 (Princip superpozice) Predpokladejme, Ze funkce vy () je TeSenim
rovnice y' +p (t)y = q1 (t) a ya2 (t) je Fesenim rovnice y' +p (t)y = q2 (t). Pak
pro libovolné konstanty cy, co je superpozice ci1yy + cays Tedenim rovnice

Yy +p(t)y=ciqi (t) + caqa (1) -

Dukaz.

(crn + cay2)’ + p (1) (11 + c232)
=y + ey +ap(t)y + cap (t) v
1 (yy + py1) + c2 (Y5 + py2)
= C1q1 + C2Q2.

Piiklad 4. Dosazenim lze ovérit, ze

(1) & + 2z = 1 m4 Fesenf z (t) = 3;

(2) @ + 22 = e % m4 feSeni z (t) = te?;
(3) & + 22 = 0 m4 feseni x (t) = e *.

vvvvvv
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a)+2x=1+e%b)i+2x=2+3e?;c) 1+ 2r =1 (najdéme vice
feseni); d) & + 2z = 1 + =% (najdéme vice Fesen).

Reseni. a) Prava strana rovnice je ziejmé superpozici pravych stran

rovnic (1) a (2). Tedy feseni bude mit tvar superpozice:

1
X (t) = 5 + t€_2t.

b) Prava strana rovnice 2- (1) + 3 - (e7") je superpozici pravych stran rovnic
(s koeficienty ¢; = 2, co = 3).Tedy Teseni mé tvar superpozice (se stejnymi
koeficienty):

r(t) = 2-%—1—3-(256_%):

= 1+ 3te 2.

c¢) Napisme pravou stranu jako superpozici:
1=1+c¢-0.

Tedy pravéd strana je superpozici pravé strany rovnice (1) a piislusné ho-
mogenni rovnice (3). Pak funkce

1
x(t) = 5 + ce

je TeSenim dané rovnice, kde ¢ € R je parametr.
d) Prava strana je sou¢tem pravé strany rovnice (a) a homogenni rovnice:

l+e?=1-(1+e?)+c-0.

Odtud plyne, ze fesenim dané rovnice je funkce
1 —2t —2t
x(t) = 5—}-756 +ce
kde c € R je parametr.

8. Linedrni diferencidlni rovnice 1. fddu
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(i) Pfipomenme, ze nehomogenn{ lin. rovnice 1. fddu ve standartni formeé
pro nezndémou funkci = x (t) m4 tvar

i+p(t)a=qlt), (11)

kde funkce ¢ () neni identicky rovna nule. Potom p#islusnd homogenni rovnice

ma tvar:
t+p(t)z=0.

(ii) Reseni homogenni rovnice:

a) Separace proménnych: df = —p(t)dt.
b) Integrace: In|z| = — [p(¢) dt + ¢1.
c¢) Odlogaritmovani: |z| = e“¢ Jrwar
d) Prejmenovéni konstanty e na C.
e) Vypusténi absolutni hodnoty a nalezeni obecného feseni véetné triv-
idlntho feseni x (t) = 0:
z(t) = Ce~ JP0

kde C' € R je libovolnd konstanta.

Piiklad 5. Resme rovnici: 4 + 2tz = 0.
Reseni.

« , Ldr
e Separace proménnych: <f = —2tdt.

dg _ / (—2t) dt

In|z| = —t*+c.

e Integrace:

e QOdlogaritmovan{ a pfeznaceni konstanty:

2| = e = Ce .

e Vypusténi absolutni hodnoty a nalezeni obecného feseni:

z(t)=Ce, CeR.

13



(iii) Reseni nehomogenni linedrni rovnice pouzitim integracniho faktoru
Zacnéme tim, ze napiSeme obecné fesenf rovnice & +p (t) z = ¢ (¢) :

o) = Lt)(/u(t)q(t)dwc*),kde

u (
u(t) = el PO

Integraénim faktorem rovnice

i+p(t)a=q(t)

chdpeme jakoukoli funkci u = w (t), pro kterou plati:

d
(CZI) = (+pt)zr)u
ur +ur = Tu-+ pru
ur = pru
U = pu ..rovinice se sep. proménnymi

Resme tedy rovnici s nezndmou funkei v = u (t):

U = pu

du

R t
o p(t)u
du

— = t)dt
" p(t)
du

Inju| = [pt)dt =

Do
u = elPM integraénf faktor

Predpoklddejme, ze funkce u (t) je integra¢nim faktorem rovnice (11]). Pak

14



lze psét:

tu+pt)zu = q(t)u
d(ur)
a "

| ...integrace

/q(t) u () dt

o) = ﬁ(/u(oq(wdt)

Piiklad 6. Resme metodou integracéniho faktoru rovnici:

N
~—~
~
N—r
&
—~~
~
SN—
Il

i+ 2x = e,

i4+2r = |

Tu+2zu = e’ -u.

My nyni chceme, aby platilo:

TU + 224 = d (uz) = uxr + ux
dt
l
2zu = ux
u = 2u
u = e,

Nyni pokracujme v feSeni vychozi rovnice:

iu—+2zu = et-u
d(e*zx
( ) _ B2t Bt
dt
! integrace

Ay = /5tdt +C

1
563 +Ce™® (C€R.
15



Poznamenejme jesté, ze funkce z, (t) = %e*% je tzv.partikuldarnim fesenim

nehomogenni rovnice @ + 22 = €3 a funkce x, (t) = —= = e~ je feSenim

u(t)
piislusné homogenni rovnice & + 2z = 0.
Piiklad 7. Metodou integra¢niho faktoru fe§me rovnici
T+ 2tx =t.

Reseni. Hledejme integracni faktor u = u (t) jako funkci, pro kterou plati:

d(z -
% = du+au=(+2tz)u
Tu+zt = (& +2tx)u = du+ 2tzu
T = 2tzu
u = 2tu.

Nyni feSme posledni rovnici metodou separace proménnych:

uw = 2tu

du

— = 2tu

dt

d

== otar

u

Injul = #*+¢
lu| = e = e’

Volbou C' = 1 dostaneme integra¢ni faktor:

u(t) =et.

Po vyndsobeni vychozi rovnice integracnim faktorem dostaneme:
(T +2tx)u = tu
d (J]€t2>
RErr— tet”

dt
z = t2

2 _ 2 gy _
re’ = /te dt—‘dz_ztdt’

1 . 1, 1 p
= §/€d2’—§€ +C—2€ +(C =

16



Tedy obecnym feSenim vychozi rovnice je funkce

2 (1 2 1 2
x(t)=e" (§et +C’)=§+Ce_t, CeR.

(iv) Ditkaz principu superpozice pomoci integrac¢niho faktoru
Pfipomenme princip superpozice:
je-li 4 (t) fesenim rovnice

T+pr=aq
a je-li xq (t) feSenfm rovnice
T+ bT = qo,

potom pro libovolné konstanty a,b € R je superpozice ax; + bro feSenim
rovnice
T+ pxr = aq + bqs. (12)

Diikaz principu superpozice. Zvolme libovolné konstanty a,b € R a
dve tesent x; (t) a xq (t). Obé feseni je pak mozné vyjadrit ve tvaru:

n) = ——F ),

T (t) =

kde u je integra¢ni faktor a funkce Fj resp. Fy jsou promitivni funkef k
funkei w (t) ¢1 (t) resp. k funkei u (¢) g2 (t).

Potom mame:

a-x1(t)+0b-22(t)

1 1
_ a.lmFl(t)ij.sz(t)—
_ m(aFl (t) +bFy (1))

17



Funkce F (t) = aF (t) + bFs (t) je potom ziejmé primitivni funkei k funkci
u (aqy + bga). Odtud pak plyne, ze funkce a-xq (t)+b-x5 (1) je FeSenim rovnice

(12).

Obecné tesenf rovnice (11)) = partikuldrni feseni nehom. rovnice (11)) +

= obecné fesenf homogenni rovnice.

z(t)=x,(t)+C-xp(t) (13)
(v) Odvozeni vztahu pomoci integra¢niho faktoru

Je-li u integra¢ni faktor rovnice y' + py = ¢, potom je funkce x; = %
FeSenim piislugné homogenni rovnice iy + py = 0. Je-li ddle F' néjaka prim-
itivnf funkce k funkci ug, pak je funkce z, = %F partikuldrnim freSenim
nehomogenn{ rovnice. Obecné feseni nehomogenni rovnice vyjadiené pomoct
integra¢niho faktoru ma tvar:

1
") = o / w () q (t) d,
kde [w(u)q(t)dt =F(t)+C.

Potom mame:

1
o) = m/u(u)q(t)dt

1 1 1
= M(F“”C):MF(”wm
= x,(t) + Cxy ().

(vi) Resen{ linedrn{ rovnice metodou variace konstanty
Piiklad 8. Metodou variace konstanty fesme rovnici

T+ 2tx = t.
Reseni. 1. krok: nalezenf obecného fesenf pifslusné homogennf rovnice

T+ 2tx = 0.
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Obecné teseni, které bylo nalezeno v piikladu 5 mé& tvar:
z(t)=Ce, CeR.

2. krok: nalezeni partikularniho fesenf vychozi nehomogenni rovnice, které
hleddme ve tvaru:

zp(t) = C(t)e ",
kde C () je nezndmd funkce.
Nyni dosadme do vychozi rovnice ptredpokladany tvar partikuldrniho
feseni z, (t):
i) =C ) e +C @) (—2) e =

Ct)e ™ +C@)(—20)e ™ +2C () e = t

Ct)e? =t
C) = te
C(t) = / te dt
1,
C(t) = —e" +Ek.
2
Volbou k£ = 0 dostdvdme konkrétni funkci C (t) = %et2. Potom mé par-
tikuldrnf feSenf tvar:
_ 42 1 2 2 1
z,(t)=C(t)e" §et e’ =5

Zaver: Obecné feseni x (t) je rovno nyni souctem partikuldrniho feseni a
obecného teseni piislusné homogenni rovnice, tj.
1

x(t):§+Ce

(vii) Nalezeni maximalniho Feseni metodou slepovéani funket
Priklad 9. Naleznéme maximalni feSenf rovnice

vy —y =2

19



Reseni. Piedpoklddejme, ze z # 0 a vydélme vychozi rovnici vyrazem x:
Y —y = =w

1
y - -y = o’

x

Takto jsme dostali rovnici ve standartnim tvaru. Resme nynf tuto rovnici po-
moci integra¢niho faktoru na intervalech (—o0, 0) a (0, c0). Urceme integra¢ni
faktor X

u = ef(—;)da: _ €—In|x\+c’

zvolime-li ¢ = 0, dostdvame: u = e~ "1*l = \71| —

- —1/x pro z € (—o0,0)
| 1/z pro z € (0,00).

Dale urceme integral [w (t)q (t)dt: pro x € (—o0,0) médme
2 L,
/u(t)q(t) dt :/(—1/x)x dx = —5¢ + ¢,
pro x € (0,00) mame
1
/u (t)q(t)dt = /(1/3:) ridr = 5:152 + co.

Obecné feseni na jednotlivych intervalech m&a potom tvar:

0= g [romoa-{ 210 T S0

1\

Dale hledejme konstanty c; a co tak, aby platilo

1 1
lim (2% —2¢; ) = lim [ =2 + o1 | .
r—0— 2 z—0+ \ 2

) 1 . 1
xli,%l_ <§x3 — mcl) = xlir& (Exs + 02.7:) =0,
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kde ¢; a ¢y jsou libovolné konstanty, lze obé feSeni na dil¢ich intervalech
spojitym zptisobem "slepit" dohromady a ziskat tak jedinou funkci spojitou

v nule:

113 —ze; pro z € (—00,0)

Yo (1) = { :

;234 cor pro z € (0,00).

Déle hledejme konstanty c; a ¢ tak, aby existovala derivace y/,.. (0). Tato
derivace existuje pravé tehdy, kdyz

(Ymax)" (0) = (Ymax)’ (0). (14)
Zde
B 1 & -3 -
(ymax)/_ (0) - <—(133 — {L‘Cl) = _IZ —C
- 2 Jz=0 -2 Jx=0
= —017
/ /1 3 1 (3 ) 7
(ymax)+ (O> = 5«73 + o = éx + ¢
N Ja=0 L Jx=0
= Ca.

Po dosazeni do podminky dostaneme
Cyp = —Cq1.

Oznac¢ime-li nyni ¢ = ¢, pak co = —c. Potom m4 pro libovolné ¢ € R funkce
Ymax () tvar

1,.3
_ 51» —Cx Ppro x S <_OO70>
Ymax ('T) { %x:i —Ccxr Ppro xc <Oa OO) .
3

= —a°—cx, v € (—00,00).

Jesté proved'me zkousku, zdali je funkce . skuteéné maximdlnim fesenim
vychozi rovnice na intervalu (—oo, 00). Pro kazdé x € (—o0, 00) méme:

1 ! 1
xr (51‘3 — CI) — <§$3 — Cl‘>

3 1
= x(§x2—c> —53534—03:

3 1
— §x3—cx—§x3+0x:m3.

Yy —y
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3 Veéty o existenci reSeni soustav nelinearnich
diferencialnich rovnic

3.1 Picard-Lindelotfova véta

Definice 5 Necht’ (X,d) je metrickym prostorem. Zobrazeni T : X — X
se nazyvd kontraktivni zobrazeni (kontrakce), existuje-li konstanta \ €
(0,1) tak, ze

d(T(x),T (y)) < M (x,y), pro kazdé x,y € X.

Bod © € X se pak nazyvd pevngm bodem zobrazeni T : X — X, jestlize
plati: T (x) = x.

Véta 6 (Banachiav princip kontrakce). Necht (X,d) je iuplngm met-
rickym prostorem. Potom ma kazdé kontraktivni zobrazeniT : X — X prave
jeden pevnyj bod.

Dikaz. Poznamenejme, Ze kazdé kontraktivni zobrazeni je automaticky spo-
jité. Jednoznacnost existence pevného bodu plyne bezprostiedné. Jestlize
T (x) =z azéroven T (2) = 2, pak d (z,2) = d(T (), T (7)) < M (z,7) =
xr = . Dokazme nyni existenci pevného bodu. Zvolme libovolné zy € X a
definujme induktivné posloupnost (x,), -, bodi prostoru X rovnici 11 =
T (x,). Pak pro libovolné i > 1 mame:

d(zi,xip) =d(T (zi-1), T (25)) < M (521, 7;) -
Indukci 1ze dokazat, ze
d (25, 741) < Nd (20, 21) -
Je-li N pfirozené ¢isloa j > 1> N,
d(zi,z;) < dvg,vi) +d(@ig, Tige) + ...+ d (o1, 75) <

< (N4 N d(we, ) <N (Z A”) d (z0, 1) <

n=0

1
)\de (Qfg, $1) .

IN
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Posledni vyraz na prvni strané lze ucinit libovolné malym pro dostatecné
velké N. Tudiz (z,,) je Cauchyovska posloupnost a tedy konverguje k jistému
bodu z € X. Ze spojitosti zobrazeni T' pak plyne:

T(x) = T (hm xn) = lim T (x,) =

n—oo n—oo

= lim 2z, = 2.
n—oo

Tedy = je pevnym bodem zobrazeni 7. m
Déle budeme pracovat s prostorem vsech spojitych funkci na kompaktnim
perfektnim intervalu [a, b]:

Cla, bl ={f : f:[a,b] = R, f je spojitd funkce na [a, b]}.

Nyni neni tézké overit, ze na mnoziné Cla, b] je mozné zavést strukturu vek-
torového prostoru, kde definujeme scitdani funkei a ndsobeni skaldrem nésle-
dovné:

(f+9)(x) = f(@)+g(x), Vz€la,b],
(af)(z) = af(x), Vc€ [a,b].

Nynf lze zavést na tomto prostoru tzv. maximovou normu ||-||mayx : Cla, b] —
R predpisem:

[ flmax = max{[f (z) | : = € [a,b]}, [ € [a,b].

Cviceni 7 UkaZte, ze funkce |- ||max spliujeVf, g € Cla,b] aVa € R aziomy
normy:

(@) [fllmax =0 a || fllmax =0 <= f=0.

(0) llecf lmax = le||| f || max-

(d) |f + gllmax < ||f lmax + |9/ max-

Cviceni 8 Definujme pro kazdé dvé funkce f,g € Cla,b], dmax (f,9) = ||f —
Gllmax- UkaZte, Ze funkce dyax je metrikou na mnoziné Cla,b].

Véta 9 Necht'[a,b] je uzavieny, omezeny interval v R. Potom je (Cla, ], dmax)
uplnym metrickym prostorem.
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Dikaz. Uvazujme Cauchyovskou posloupnost (f,),en v prostoru Cla, b]. Z
definice normy || - ||max plyne, ze pro kazdé t € [a, b] a pro kazdé dvé pfirozend
¢isla k, [ plati

[fe (8) = fr () | < N1k = fillmax-

Odtud vyplyvd, ze pro kazdé t € [a,b] je posloupnost funkénich hodnot
(fn (£))5°, je Cauchyovskd. Potom pro kazdé t € [a, b] existuje limita

£ = Jim £ (1) (15)

Rovnost{ je na intervalu [a, b] definovana funkce funkce f. Zbyva tedy
dokézat, ze f € C|a, b] a ze posloupnost (f,,)>2 ; konverguje k funkei f vzhle-
dem k maximové metrice dy.x. Zvolme € > 0 libovolné, potom pro dostatecné
velké ng € N je

|fat) = fn ()| <&, mneNatéela,bl. (16)

Bude-li n € N, n > ng pevné zvoleno, potom piejdeme-li ve vztahu k
limité pro m — oo, dostaneme |f, (t) — f(t)| < ¢ kdykoliv je n > ng a
t € [a,b]. Ze spojitosti funkce f,, plyne existence 6 > 0 tak, ze |f,, (t) —
fro (to) | < € kdykoliv je |t — to| < 6. Je-li tedy |t — to| < §, pak méme:

@) = F ()| < [f () = fno 0) [+ [fng (8) = fno (t0) | + |.fry (f0) = f (o) |

< 3e.

Tudiz je funkce f spojitou funkei v bodé ¢y a protoze jsme volili tento bod
libovolné, dokazali jsme, ze f € Cla, b]. Déale z vyse uvedeného plyne, ze pro
kazdé n > ng a pro kazdé t € [a,b] je |fn (t) — f(t)| < e. Tedy pro kazdé
n > ng plati

dmax (fnaf) = an - meax S E.

Odtud vyplyva, ze f,, — f pro n — oo vzhledem maximové metrice dpax v
prostoru Cla,b|. m

Pro sprdavné pochopeni dalsiho textu je zapotiebi znalost fundamentdlni
véty integralniho poétu (viz. J. Kopdcek: Matematickd analyza nejen pro
fyziky I, Matfyzpres Praha 2004, odstavce 6.8 az 6.10.)

Predpoklddejme, ze O C R? je oteviend mnozina a (g, yo). Ddle uvazujme
funkci g : O — R a hledejme otevieny interval I C R takovy, ze o € I a
diferencovatelnou funkci f : I — R tak, ze plati

fr(@)=g( f(x), Veel
{ f (20) = o. } (17)
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Jestlize f: I - RaVx €1 je(x, f(z)) € O, pro spojitou funkci g je spojitd
funkce f fesenfm problému (17), prévé kdyz f vyhovuje integralnf rovnici

fuw=%+/“wuf@wMVxeL (18)

o

To plyne z fundamentalni véty integralniho poctu. Ekvivalence problému
a ndm dovoluje pii studiu problému pouzivat tzv. véty o pevnych
bodech.

Véta 10 (Picard-Lindeléfova véta).Necht' O C R?je oteviend mnoZina,
(x0,Y0) € O. Predpokladejme, Ze funkce g : O — R je spojitou funkct a exis-
tuje kladnd konstanta M tak, ze funkce g spliuje tzv. Lipschitzovu vlastnost
vzhledem ke druhé proménné:

9 (2, 91) — g (2, 92) | < Myy = 9|, (z,31) € O, (z,y2) € O.
Pak existuje otevieny interval I obsahujici bod x¢ na némz md problém

praveé jedno Fesent.

Diikaz. S dikazem budeme hotovi, najdeme-li vhodné kladné ¢islo a@ > 0
takové, ze na intervalu I, = [zo — «, £o + o] existuje jediné feseni f : I, — R
integraln{ rovnice

f(:c):yoJr/xg(t,f(t))dt, Vo € L.

Nyni vyberme a > 0, b > 0 tak, aby byl obdélnik R = [xy — a,zq + a] X
[0 — b, yo + b] obsazen v mnoziné O. Takovy obdélnik existuje v dusledku
otevienosti mnoziny O. Potom pro kazdé a > 0 spliujici o < a definujme

Xo={f€C(L):|f(z) —yo| <b, Vz € L.}
Tedy X, C C'(1,) a kazda z funkci v mnoziné X, mé graf obsazen v obdél-

niku I, X [yo — b, yo + b]. Definujme pro kazdé f € X, funkci T (f) predpisem

T @ =+ [ 9t.f®)dt 3L,
)

Z fundamentalni véty integralniho poctu pak plyne, ze T (f) € C (1) pro
kazdé f € X,. Ukazme nyni, ze X, je uzavienou mnozinou v metrickém
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prostoru (C' (1), dmax). Za tim tcelem bude stacit dokazat, ze je-li (f,)nen
libovolnd posloupnost elementi mnoziny X, a f = lim, . f,, potom je
f € X,. Jelikoz je funkce f limitou stejnomérné konvergujici posloupnosti,
je f € C(1,). Navic pro kazdé n € N plat{

| fn (2) — o] < b, V€ 1.

Pokud pak v pfedchozim vztahu piejdeme k limité pro n — oo, pak dostaneme
pro kazdé x € I, : |f (z) — yo| < b. Poznamenejme, ze pokud posloupnost
(fn)nen konverguje k funkci f stejnomérné nebot’ konverguje vzhledem k met-
rice dyax, pak pro kazdé = € I, je f(z) = lim, .o fn(x). Tedy f € X,
odkud plyne uzavienost mnoziny X,. Z uplnosti metrického prostoru C (1)
pak plyne tplnost metrického podprostoru (X,, dyay). Déle ukdzeme, ze je-li
a dostatecné malé, potom je T'(X,) C X, a zobrazeni T : X, — X, je kon-
traktivni. Jelikoz je v disledku Heine-Borelovy véty obdélnik R kompaktn{
mnozinou v R?, je v diisledku spojitosti funkce g omezend na obdélniku R.
Pak musi existovat kladnd konstanta K tak, ze |g (x,y) | < K pro kazdy bod
(z,y) € R. Pro libovolné f € X, a x € I, mdme

/Ig(t,f(t))dt‘ < /x: lg (t, f (1)) ]dt < aK.

o

T (f) () = wol =

Tedy pokud o > 0 bude spliovat podminku aK" < b, bude platit 7' (X, ) C
X,. Déle z Lipschitzovy podminky plyne pro kazdé fi, fs a pro kazdé x € I,
|g (‘Ta fl (fL‘)) -9 (xan (l‘)) | < Mdmax (fla fQ) .

Odtud pak pro kazdé x € I, dostavdame:

[late.s @) =gt 0

xo

[ ot i) - gt a0t
)

< |z — 20| Mdmax (f1, f2) £ aMdmax (f1, f2) -

Tedy zobrazeni T bude kontraktivni, pokud bude spliiena podminka aM <
1. Nyni definujme o« = min{b/K,1/2M} > 0. Pak z Banachova principu

T (f1) (x) =T (f2) (x)]| =

IN

kontrakee plyne existence jediného elementu f € X,, takového, ze T ( f) = f.

Funkce f je pak ziejmé jedinym fesenim vychoziho problému 1) ]
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