Lok&Ini extrémy

November 19, 2019

1 Teorie tloh bez omezeni

1.1 Ulohy bez omezeni-lokélni extrémy

UvaZzujme funkci f : R” — R. Je-lik € {0,1,2,...}, pak méa-li funkce f v bodé xy € R" derivace
az do ¥adu k veetng, piseme f € DF(xo).

Definice. Rekneme, Ze funkce f nabyva v bodé xg € R" lokalni minimum (maximum) a
piSeme

xo € lokmin(f) (lokmax(f)),
existuje-li 6 > 0 tak, ze Vx € B(xp;0) := {x € R" | ||x — xo|| < J} plati:

f(x0) < f(x), resp. f(x0) = f(x).

Nabyvé-li funkce f v bodé xj lokdlni minimum resp. maximum, piSeme také: xo € lokextr(f).
Déle piseme xo € lokmin(f) resp. xo € lokmax(f) pokud funkce f nabyvé v bodé x¢ lok. mini-
mum resp. maximum.
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Derivace se pocitd podle vzorce:

f/(xO) = lim f(X() + h) —f(XQ)

h—0 h '
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1.2 Funkce jedné proménné

Véta (P.Fermat). Necht f : R — R je funkce jedné redlné proménné. Jestlize xo € locextr(f) a
f € D(x), pak
f'(x0) = 0.
Takovyto bod se bude nazyvat stacionarni bod.
Dukaz Sporem piedpoklddejme, ze f'(x9) # 0. Necht napiiklad f'(xg) > 0. Jelikoz f €
D(xo), plati
f(xo+h) = f(xo0) + f'(x0)h + a(h),

(X(hh)—> proh — 0.

Pak f(xo+h) — f(x0) = (f'(x0) + %)h Pro dostate¢né malé /1 je

kde

f'(x0) + (x(hm > 0.

Tudiz pak f(xg+h) — f(x0) > 0a f(xo —h) — f(x0) < 0, coz je ve sporu s predpokladem, Ze
xo € locextr(f). O
Véta Necht' f € D?(xo).

a) (nutna podminka) Jestlize xo € locextr(f), pak
f'(x0) =0a f"(x9) > 0 ( pokud jde 0 minimum )a
f'(x0) =0a f"(xp) <0 ( pokud jde 0 maximum )
b) (postacujici podminka) Jestlize f’(xo) = 0a f”(xo) > 0, pak xo € locmin(f).
Jestlize f'(xp) = 0a f"(x0) < 0, pak xg € locmax(f).
Dikaz. Taylorova formule méa pak tvar:

Fxo+1) = f(x0) + F/(xo)h+ o f" (xo) + (i)

kde & ( ) 50 pro h — 0. Z Fermatovy véty pak plyne f'(xp) =0 =

0 < fxo+h) = f(x0) = f/(xo)hzﬂé(h)
)

= (50 + 550 ) 2

< 27+ M0 0 < ).

Postatujici podminka. Pfedpokladejme, ze f'(x9) = 0 f”(x9) > . Necht 0 < ¢ < 1f”(xp). Pak
existuje 6 > 0 tak, Ze pro kazdé |h| < ¢ plati:

Odtud plyne, Ze

Flx+h) — f(x0) = 3 f" (xo)I + a(h)



la(h)| < eh®* = a(h) > —eh?.

Pak pro |h| < dje

Flxo+h) — f(x0) = 2f" (o) + (k) > (3f"(x0) — ) > 0.

Odtud plyne xg € locmin(f). O
Véta. Necht n € N, n > 2, f € D"(xp). Jestlize xg € locmin(f), resp. xo € locmax(f), pak

f’(xo) =...= f(”)(xo) =0

nebo
fl(xg)=...= f(zm’l)(xo) =0, f(zm)(xo) > 0 resp. f(zm)(xo) <0

projisté m : 2 < 2m < n. Je-li posledni podminka splnéna, potom xq € locmin(max)(f).

1.3 Funkce vice proménnych

Véta. Je-lixg = (x,...,x0) € locextr(f), f € D(xp), pak

Vf(X()) =0 < aai(xo) =...= ;Jiz (Xo) =0.

Dikaz. PoloZzme

(i) = f(x3,..,xi, 20, .., 20).

Jestlize x¥ € locextr(¢) = ¢'(x?) = 0. Déle plati ¢/(x?) = 0 < g—i(xo) = 0.
Je-li f € D?(xp), polozme

A= f//(xo) = <8x?£x] (X())>i,j_1 = (aij);szl'

Definice. Matice A = (aij);?]-zl se nazyvé pozitivné semidefinitni (A > 0), jestlize

(A-hh) >0 Vh e R" <—

n
Y aihihy >0 Vh= (hy, ..., hy) € R™
ij=1

Matice A = (ajj)}; se nazyvé pozitivné definitni (A > 0), jestlize
(A-hh) >0 Vh e R", h #0.
Matice A se nazyva striktné pozitivné definitni, existuje-li konstanta & > 0 tak, Ze

(A-hh) > allh|?, Vhe R

GGG
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(3) () =strm2-2

Poznamka. Plati nasledujici ekvivalence:

(A-hh)y >0 VheR", h #0 <

< Ja>0:(A-hh) >a«lh|? VheR"

Implikace ” < ” je ziejmd. OvSem opacnd implikace plyne z véty o nabyvani minima spojité
funkce na kompaktni mnoziné. Viz Véta ??2.
Véta. Necht' f € D?(xp), xo € R". \ a) Jestlize xo € locmin(max)(f), potom

f'(x0) =0, (f"(x0)h,h) >0, Vh e R",
resp.
(f"(x0)h, h) <0, Vh € R".

b) Jestlize f'(xo) = 0, (f"(xo0)h,h) > 0 resp. (f"(x0)h,h) < O, pro véechna h € R", h # 0. Pak
xo € locmin(max)(f).

Véta. (Weierstrassova véta). Necht' S C R" je omezenou a uzavienou podmnoZzinou. Déle
necht f : S — R je spojitou funkci na mnoziné S. Pak existuji body x1,x; € S takové, Ze x1 €
absming(f) a xo € absmaxs(f). O

Oznateni x1 € absming(f) resp. xo € absmaxg(f) znamend, Ze funkce f nabyva v bodé x;
resp. xp své absolutni minimum resp. maximum na mnoZiné S. Tedy

f(x1) < f(x), Vx €S

f(x2) > f(x), Vx € S.
Véta. Méme danu spojitou funkci f : R" — RR.

a) Jestlize lim|_,o f(x) = +00, potom pro libovolnou uzavienou mnoZzinu S C R" existuje
bod xy € absming(f).

b) Jestlize lim |, f(x) = —oo, potom pro libovolnou uzavienou mnozinu S C R" existuje
x, € absmaxs(f). O

Véta. Uvazujme symetrickou ¢tvercovou matici:

a1 a1n
a ... a

A= " 2 e Mat(n x n).
anl Ann

a) Matice A je pozitivné definitni, pravé kdyz

a1 > 0, det (”“ ”12> >0,...,det(A) > 0.
a1 ax



b) Matice A je negativné definitni, pravé kdyz

a1 A4 M3
a1 a2
a1 <0, det >0,det|ayn a»n axn| <0,...,
az1 a2
az1 az ass

(—1)"det(A) > 0.

O
Tzv. hlavnim minorem A; _; matice A budeme rozumét determinant
Aiyiy -+ Qi
Ail,...,ik = det ‘ T . . 4
Ajpiy -+ Qi

kde1§11§12§§1k§n
Véta. Uvazujme symetrickou ¢tvercovou matici A € Mat(n x n).

a) Matice A je pozitivné semidefinitni (A > 0), pravé kdyZz vSechny jeji hlavni minory jsou
nezdpornd ¢isla, tj.
A >0,

ity 2

kdykolivjel <71 <ip <...<j <nk=1,...,n
b) Matice A je negativné semidefinitivni (A < 0), praveé kdyz
(—1) A, 20,
kdykolivjel <7y <ip <... <@ <nk=12,...,n.

1.4 Schéma feSeni ilohy bez omezeni

1) Sestavime soustavu rovnic:

ag(x) =0
X1
fl(x) =0 <= :
of (x) = 0
axy,

tvofici nutnou podminku 1. ¥adu (tzv. podminky stacionarity).

YN 2

2) Provéfime splnéni podminek 2. fddu v tzv. staciondrnich bodech. Sestavime matice druhych
derivaci (tzv. Hessovy matice):

A=f"(x) = < o (ﬂ);_l = (@ij)j=1-

axiax]-

3) Provéfime splnéni postacujicich podminek: spocitdme posloupnost hlavnich minort

A k= det(ai]-)i",jzl, k=1,...,n.

Pokud A; y > O prok = 1,2,...,n, pak je bod xy bodem lokdlntho minima funkce f, tj.
xg € locmin(f). Jestlize hlavni minory stfidaji znaménko, pak xo € locmax(f).

4) Pokud ve staciondrnim bodé xp neni splnéna postacujici podminka, potom se provéfi splnéni
nutné podminky 2. fadu v bodé xy.



1.4.1 Piiklad

Vysettete, zdali funkce f(x,y) = x - y nabyva v bodé (0,0) lok. extrém.
[36]: from sympy import *
x, y = symbols('x y')
f=xxy
gradf = derive_by_array(f, [x, yl)
display(gradf)

v 2]
[37]: stacBody = solve(gradf)
stacBody[x], stacBodyl[y]

[37]: (0, 0)
Funkce ma jediny stac bod (S = (0,0).) Najdéme Hessovu matici (f”(S)) funkce (f) v bodé (S_1).
[38]: hess_f = derive_by_array(gradf, [x, yl)

display(hess_f)

b o

[39]: h1l, h2 = symbols('hl h2')

A = hess_f
h = Matrix([[h1], [h2]11)
h
[39]: hy
hy
[40]: A = Matrix([[0, 1], [1, 011)
h.T*xAxH

[40]:  [2hihy)
Tedy v tomto ptipadéje ((A-h,h) = 2h_1h_2.)
Tato kvadraticka je zfejmé indefinitni a tudiz funkce (f(x,y)) nenabyvé v bodé S lokdIni extrém.

2 Testovani definitnosti kvadr. forem

[1]: | ####ntntst Zde je hlavicka HREAHAHABABABHEY
import sympy as sym
from IPython.display import Math, display, Latex
import numpy as np
sym.init_printing()



2.1 Vytvofeni objektu typu matice

[2]: | # UkazZme, jak lze v kniouné SymPy vytvoFit "objekt" matice:

from sympy import *
A = Matrix([[1, 2, 3], [5, 7, 8]1)
# pretty_print(4)
A
display(Math("\\text{ hodnost matice: }\

h(a) = %s" %A.rank()))

# metoda rank() vraci tzv. hodnost matice

hodnost matice: h(A) =2

2.1.1 Matice se transponuje pomoci metody T

[3]: from sympy import x
init_printing()
A = Matrix([[1, 2, 3], [5, 7, 8]11)
# pretty_print (4)
display(A)

1 23
[578]
[4]: from sympy import *
init_printing()
A = Matrix([[1, 2, 31, [5, 7, 811)
display(A)
display(Math(" AT = %s" %sym.latex(A.T)))

1 2 3
[5 7 8]
1 5
AT=12 7
3 8
[5]: M = Matrix([[1, 21, [-5, 011)
N = Matrix([[0, 71, [0, 211)
# pretty_print (M**2); pretty_print(M * N)
display(Math("%s + %s = %s"\
%(sym.latex(M), sym.latex(N), sym.latex(M + N))))

1 2 n o7 1 9
-5 0 0 2 |-5 2
[9]: | # Nasobeni matic
display(Math("M * N = 7s" Ysym.latex(M*N)))

0 11
M+« N = [O _35]
[41]: A = Matrix([[1, 21, [3, 411)
h = Matrix([[1, 211)



h_T = Matrix([[1, 2]11).T
display(Math("A = %s,\ \ \ h = /s" % (sym.latex(A), sym.latex(h_T))))
print("*************************************")
display (Math("\\text{Najdéte hodnotu: } h~TAh = 7"))
pokracovat = input("Pro pokralovani stiskneme enter ")
display(Math("\\langle A\\cdot h,h\\rangle = \

h~T*A*h = \\langle Ah,h\\rangle =\

hs " Jsym.latex((h * A * h_T)[0,0])))

B3l

stk sk ok oK oK ok K ok K ok oK ok oK oK ok K ok oK ok K ok oK ok Kok Kok oK
Najdéte hodnotu: k' Ah =?
Pro pokracovéani stiskneme enter

(A-hh)y =h"x Axh = (Ah,h) =27
[38]: h1, h2 = sym.symbols('hl h2')
A = Matrix([[1, 2], [3, 411)
h = Matrix([[h1, h2]])
h_T = Matrix([[h1, h2]]).T
display (Math("A = %s,\ \ \ h°T = s" %(sym.latex(A), sym.latex(h_T))))
Print (Msokskokskokskskoskokokskokskokok ok ok dokskok ok sk kot kb okok 1)
display (Math("\\text{Najdéte hodnotu: } hAh~T = ?7"))
pokracovat = input("Pro pokralovani stiskneme enter ")
vysl = (h * A * h_T)[0,0]
display(Math("\\langle A\\cdot h,h = \\rangle = h*A*h"T = %s = s "\
%(sym.latex(vysl), sym.latex(vysl.expand()))))

2 [
A=l =l

>k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 5k 3k 5k 3k 5k >k >k >k %k %k >k >k 5k 5k 5k 5k 5k 3k >k 3k >k >k >k >k *k % k %k %

Najdéte hodnotu: hAhT =2

Pro pokracovéni stiskneme enter

(A -h,h :> =hxAxhl = hy (h1 —|—3]’l2) + hy (2h1 —|—4h2) = h% + 5hihy +4h%
Pfredchozi matice je evidentné indefinitni matici nebot' nap¥. volbou vektort hT = (1,1) resp.
hT = (—2,1) ma soudin h * A x h” rizné znaménko.
[32]: display(Math("h*Axh~T = Ys" %sym.latex(vysl.subs({hl: -2, h2: 1}))))

hx Axhl = -2
[26]: def is_positive(A):
if A[0,0] > O and det(A) > O:
return True
else:



[26]:
[80]:

[2]:

return False

is_positive(A)

False

# Vymazant Tadku ¢t sloupce z matice
C = Matrix([[1, 8, -5],
D = Matrix([[1, 8, -5],

C.row_del(2)
C.col_del(2)
©

[2’ o’ 3]’
(2, o, 31,

2

(1, 1, 611)
(1, 1, 611)

)

# Matici prevedeme do redukované podoby pomoct metody rref()

A.rref()

# UkazZme si metodu det() pouZitd ma matict

from sympy import *

B = Matrix([[1, 0, 2],

B.det ()
det (B)

6

2.1.2 Testovani definitnosti pro matice 2x2

[4, 1, 0],

[1, 1, 011)

[4]: | # Testovdni pozitiuni definitnosti matice typu (2,2)

# Zadejme matict

A = Matrix([[2,1],
print('A = ', A)
print(A[0,0],',"', A

if A[0,0] > 0 and A.det() > O:

[0, 111

.det())

# Rozhodowvact blok

print('Matice A je pozitivné definitni.')

else:

print('Matice neni pozitivné definitni.')

A = Matrix([[2, 11,
2, 2

(o, 1115

Matice A je pozitivné definitni.

[72]: | # Testovdni negativni definitnosti matice typu (2,2)

# Zadejme matict
A = Matrix([[2,1],

[0, 111



print('A = ', A)
if A[0,0] < 0 and A.det() > O:

print('Matice A je negativné definitni.')
else:

print('Matice neni negativné definitni.')

A = Matrix([[2, 11, [0, 111)
Matice neni negativné definitni.

[74]: | # Vytvorme program, ktery provede oboji test:
A = Matrix([[2,1], [0, 111)
print('A = ', A)
if A[0,0] > 0 and A.det() > O:
print('Matice A je pozitivné definitni.')
elif A[0,0] < 0 and A.det() > O:
print('Matice A je negativné definitni.')
else:
print('Matice A neni ani pozitivné ani negativné definitni.')

A = Matrix([[2, 1], [0, 111)
Matice A je pozitivné definitni.

2.2 Cviceni
Napiste program, ktery ma zjistit, je-li dana matice A typu 2 x 2 ivertibilni.
[]: # ReSeni:
A = Matrix([[1, 21, [3,411)
if A.det() != 0:
print('Matice A je regularni.')
else:
print('Matice A je singulédrni.')

2.3 Grafy funkci

UvaZujme funkci F(A) = A2,
[110]: | # voldni modulu pro symbolické vypolty a pouziti funkce plot pro kresleni grafu,

< funkce jedné proménné:

from sympy import *

X, ¥, Z, t = symbols('x y z t') # zde tekneme programu, Ze budeme pouZivat
—symboly pro proménné x,y,z,t

plot (x+sqrt(x)*sin(x), (x, -50, 50)) # zde si voldme funkci plot(), Tozsahy
—proménné T je z intervalu <-50,50>.

10



fix)

[110]: <sympy.plotting.plot.Plot at 0x27cfac06630>
[112]: plot(x*sin(1/x),(x,-0.01,0.01))

fix}

00100 -

0.0075 A

0.0050 A

00025 -
W |
A Il !
—0.0 e Iu 0.0 | 'II : aoo
=0.0025 3

—0.0050 1

—0.0075 - N

—0.0100 -

[112]: <sympy.plotting.plot.Plot at 0x27cfafc8828>

11



[113]: | plot(exp(-1/x**2), (x,-1,1))

fix}

035

0.30

025

0.20

015

010 1

0.05 1

§-56

100 -075 -050 -0.25 000

[113]: <sympy.plotting.plot.Plot at 0x27cfafe96d8>

[114]: plot(x**3, (x,-10,10))

flx}

1000 1

750 1

500 1

250 1

100

2.5
=250 1

=500

=750 1
—1000 -

[= 1}

0o

12

25

5.0

15



[114]: <sympy.plotting.plot.Plot at 0x27cfafe9748>

[115]: from sympy.plotting import plot3d
plot3d(x*y, (x, -5, 5), (y, -5, 5))

[115]: <sympy.plotting.plot.Plot at 0x27cfb139e10>

2.4 Derivovani funkci

[5]: # Zde pouZijeme metodu diff() s parametrem xz na objekt funkce sin(z**2)
# resp. pouzZijeme funkci diff ma symbolicky vypolet derivace funkce cos(z)
from sympy import *
X,y = symbols('x, y')
print(sin(x*+*2) .diff(x),',', diff(cos(x), x)) # pouZijeme pTikaz print(<>,<>,<>)

2*x*xcos (x**2) , -sin(x)

3 ReSeni rovnic a jejich soustav
[43]: from sympy import *

solveset (x**3-1, x)
[43]: {1, -1/2 - sqrt(3)*I/2, -1/2 + sqrt(3)*I/2}
[108]: solveset(x**3-1, x, domain = S.Reals)

[108]:
{1}

13



[116]:

[116]:

[134]:

[134]:

[133]:
[133]:

[139]:

[6]:

# ReSeni sousta nelinedrnich rovnic:
f = xxy*x*x3 + (x + y)**2

gradf = derive_by_array(f, [x,y])
gradf

[2x+y° +2y 3xy?+2x +2y]

soln = list(nonlinsolve(gradf, [x, yl1))
soln

[(0, 0), (—%i\/é, —%i 6), (%i\/é, %i%)]

list(soln[1])

ey
9 3
for s in soln:
for ss in list(s):
print(ss)
# print (check_assumptions(ss, Real = True))

0

0

-2xsqrt (6)*I1/9
-2%sqrt (6)*I/3
2xsqrt (6)*1/9
2xsqrt (6)*I1/3

4 Ptiklady - funkce jedné proménné

4.1 Funkce jedné proménné

# UZiti prunt a druhé derivace.

# UvazZujme funkct jedné proménné f(z). Najdéme lokdlni extrémy této funkce.

from sympy import *

x = symbols('x') # deklarace symbolu 'z’

f = S(input('Zadejte predpis funkce: y=')) # zde vloZime pFedpis

df = diff(f, x) # diff je funkce,kterd derivuje vyraz 'f' podle proménné

solns = list(solveset(df, domain = S.Reals)) # teSime rounici df = 0, funkcey
< 'list(par) ' konvertuje vystup funkce solveset na

! !

T

# typ 'seznam'
delka_solns = max(solns) - min(solns) + 0.01
print('Tady je seznam staciondrnich bodid: ', solns) # wvypise se seznam koteni,
< [korenl, koren2, ...]

14



d2f = diff(df, x) # derivujeme opé€ty
—symbolicky podle 'z' vyraz 'df'’
# Nynt budeme muset tterovat pres wvsechny stac. body funkce:
for koren in solns: # cyklus 'for <podminka>:'
d2f_solns = d2f.subs({x:koren}) # proménné d2f_solns se pritadi hodnota,
—(&islo): d2f.subs({z:koren})
if d2f_solns > O: # rozhodovact blok 'tf <podminka>:'
print ('Funkce f nabyva v bodé ', koren,)
print('své lokalni minimum a jeho hodnota je rovna ', f.subs({x:koren}))
elif d2f_solns < O: # Cteme: "jinak jestlize...”
print ('Funkce f nabyva v bodé ', koren,)
print('své lokalni maximum a jeho hodnota je rovna ', f.subs({x:koren}))
else:
print ('Touto metodou nelze urlit, zdali funkce f nabyva v bodé', koren)
print('lokdlni extrém')
print('Strana a = ', 2.5, 'a strana b = ', (1/2)*10 - 2.5)
plot(f, (x, min(solns) - delka_solns, max(solns) + delka_solns))
# Problémy mohou nastat, pokud budeme mit funkci, jejiZ derivace napriklad
# bude mit nekonecné mmoho staciondrnich bodid. Tedy t¥eba functi f(z)=sin(z).

# Dale vylepSete predchozi program tak, aby vyuZival derivci 7ddu k vyssSiho nez,
<2.

Zadejte predpis funkce: y=x

ValueError Traceback (most recent call last)
<ipython-input-6-303306e7abeb> in <module>()
7 solns = list(solveset(df, domain = S.Reals)) # reSime rovnici df =,
-0, funkce 'list(par)' konvertuje vystup funkce solveset na

8 # typ 'seznam'
----> 9 delka_solns = max(solns) - min(solns) + 0.01
10 print('Tady je seznam staciondrnich bodd: ', solns) # vypiSe sey,
—.seznam kofent [korenl, koren2, ...]

11 d2f = diff(df, x)

# derivujeme opét,
—symbolicky podle 'x' vyraz 'df'

ValueError: max() arg is an empty sequence

4.2 Uloha o maximalnim obsahu obdélnika.

a, b oznacuji délky stran. Obsah obdelnika je roven

S=uab

15



Chceme nalézt mezi vSemi obdélniky o daném obvodu o ten, ktery ma nejvétsi obsah.
0=2(a+b).
Odtud Ize vyjadfit proménnou b jako funkci proménné a.
b= (1/2)o —a.

Potom plati:
S=ab=al(1/2)o — a].

Zde se predpokladd, Ze a,b > 0. Zvolime-li napfiklad o = 10, pak dostaneme, Ze
S=a[(1/2)-10 —a] = a(5—a), a € (0,5).

Ptipomenme si tzv. Weierstrassovu vétu:

Véta. Necht' S C R” je omezenou a uzavienou podmnozinou. Dale necht f : S — R je
spojitou funkci na mnoziné S. Pak existuji body x1,x, € S takové, Ze x; € absmins(f) a xp €
absmaxg(f). O

Naptiklad S = [0, 5] coZ je omezeny a uzavieny interval v R. Tedy spojita funkce f(x) = x(5 —
x) musi na tomto intervalu nabyvat absolutni minimum a maximum. Je zfejmé, ze absmin(f)s = 0
a nabyva se na koncich intervalu S. Tedy absolutni maximum této funkce se musi nabyvat uvnitt
tohoto intervalu.

4.3 Uziti derivaci vyssiho fadu v kédu.

[2]: | # VylepSeni pFedchoziho programu, vyuZivajict derivace vyisiho
# rddu nez dva.
from sympy import *
x = symbols('x")
def main():
f = S(input('Zadejte pfedpis funkce: y=')) # zadani predpisu funkce f
solns = najdi_stac_body(f)
delka_solns = max(solns) - min(solns) + 0.1
print('Tady je seznam stacionadrnich bodi: ', solns)
for stac_bod in solns:
m = stupen_der_nonzero(f, stac_bod)
if je_sude(m):
if d(f, m).subs({x:stac_bod}) > 0:
print ('Funkce f nabyva v bodé ', stac_bod,)

print('své lokalni minimum a jeho hodnota je rovna ', f.subs({x:
—stac_bod}))
else:
print ('Funkce f nabyva v bodé ', stac_bod,)
print('své lokalni maximum a jeho hodnota je rovna ', f.subs({x:

—stac_bod}))
else:
print ('Funkce f nenabyjva v bod&', stac_bod)
print('lokdlni extrém')
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plot(f, (x, min(solns) - delka_solns, max(solns) + delka_solns))

def je_sude(k):
if k % 2 == 0:
return True
else:
return False
def najdi_stac_body(f):
df = diff(f, x)
return list(solveset(df, domain = S.Reals))
def stupen_der_nonzero(f, u):
k=2
while d(f, k).subs({x:u}) == 0:
k +=1
return k
def pridej_koncove_body(a, b, seznam):
seznam. append (a)
seznam. append (b)
def 4(f, k):
if k == 0:
return f
if k > 0:
return diff(d(f, k-1), x)
main()

Zadejte predpis funkce: y=x**6

Tady je seznam staciondrnich bodd: [0]

Funkce f nabyva v bodé O

své lokalni minimum a jeho hodnota je rovna O
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[4]:

fix)

0.0000010 1

0.0000008 -

0.0000006 1

0.0000004 4

0.0000002 1

Ful Fu

~0.100 —0.075 —0.050 —0.025 0000 0.025

# Program s vyuzttim objektového pristupu.
# -*- coding: utf-8 -#*-

nnn

Created on Fri Mar 15 15:20:06 2019

@author: DuSan Bednartk

nnn

from math import pi, e
from sympy import *
X,y = symbols('x, y')

def 4(f, k):
if k == 0:
return f
if k > 0:
return diff(d(f, k-1), x)

def je_sude(k):
if k % 2 == 0:
return True
else:
return False

class Function():
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def __init__(self, f):

self .f = £
# self.k_ta_derivace = self.f.der(k)
def show_function(self):
print('Tady je funkce y = ', self.f)

def der(self, k):
return d(self.f, k)
def substitute(self, hodnota):
return self.f.subs({x: hodnota})
def update_function(self, new_f):
self.f = new_f
def null_points(self):
return list(solveset(self.f, domain = S.Reals))
def stupen_nonzero_der(self, hodnota):
k=2
while d(self.f, k).subs({x:hodnotal}) == 0:
k += 1
return k

def main():
f = S(input('Define: f(x)= '))
function = Function(f)
function.show_function()

rr

Nyni se zjisti staciondrni body funkce f
dif = Function(function.der(1))
solns = dif.null_points()
delka_solns = max(solns) - min(solns) + 0.1 # délka intervalu v némZ leZ?
# stac body
print('Tady je seznam stacionadrnich bodi: ', solns)
for stac_point in solns:
m = function.stupen_nonzero_der(stac_point)
dmf = Function(function.der(m))
if je_sude(m):
if dmf.substitute(stac_point)>0:
print ('Funkce nabjva v bodé ', stac_point)
print('lokdlni minimum a jeho hodnota je rovna: ', \
function.substitute(stac_point))

else:
print ('Funkce nabyjvad v bodé ', stac_point)
print('lokdlni maximum a jeho hodnota je rovna ', \
function.substitute(stac_point))
else:
print ('Funkce nemd v bodé ', stac_point, 'lok&lni extrém')

plot(f, (x, min(solns) - delka_solns, max(solns) + delka_solns))
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main()

Define: f(x)= x**3 - x*x2 + 1

Tady je funkce y = x**3 - x*x2 + 1

Tady je seznam staciondrnich bodd: [0, 2/3]
Funkce nabyvd v bodé O

lokalni maximum a jeho hodnota je rovna 1
Funkce nabyva v bodé 2/3

lokalni minimum a jeho hodnota je rovma: 23/27

fix)

175

150 -

125 1

075 1

0.50 -

025 1

T T |Eﬂ{: T T 1 I I
075 —050 025 000 025 050 075 100 125

[7]: | # VyzkouSejte si definici tiidy Function(), vytvofeni instance této tiidy (Fddek
<6, 34)
# a zavoldni metody null_points() na objekt s ndzvem function (Tddek &. 35),
# ktery je prdavé "instanci" tiidy Function()
from sympy import *
X,y = symbols('x, y')

def d(f, k):
if k == 0:
return f
if k¥ > 0:
return diff(d(f, k-1), x)
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[7]:

class Function():
def __init__(self, f):

self .f = £
# self.k_ta_derivace = self.f.der(k)
def show_function(self):
print('Tady je funkce y = ', self.f)

def der(self, k):
return d(self.f, k)
def substitute(self, hodnota):
return self.f.subs({x: hodnota})
def update_function(self, new_f):
self.f = new_f
def null_points(self):
return list(solveset(self.f, domain = S.Reals))
def stupen_nonzero_der(self, hodnota):
k=2
while d(self.f, k).subs({x:hodnota}) == 0:
k += 1
return k
f = S(input('Define: f(x)= '))
function = Function(f)
function.null_points()

Define: f(x)= x**6

(o]

4.4 Hledéani absolutnich extrému

UvaZujme tlohu:
f(x) — min, x € (a,b).

Zde —co<a<b<oo

Déle pfepokladejme, ze limy_,,4 f(x) = +o0alim, ,; f(x) = +oo.Je-li dale funkce f spojitou
funkci na intervalu (a, b), potom existuje xo € absmin(f).

Dukaz. V prvni fadé je zapottebi si uvédomit, Ze za danych pfedpokladi je funkce f zdola
omezend na intervalu (a,b). Dale polozme m = inf{ f(x) : x € (a,b)}. Vzhledem k tomu, Ze limity
na koncich intervalu jsou rovny plus nekone¢nu, existuje uzavieny podinterval [c,d] C (a,b)
takovy, ze m = inf{ f(x) : x € [c,d]}. Nyni z Weierstrassovy véty plyne existence bodu x; € [c,d]
tak, ze f(xg) = m. O

Jako cvi€enti si naformulujte analogické tvrzeni pro tlohu nalezeni absolutniho maxima!

Jestlize napiiklad limy_,,4 f(x) = —oo, potom funkce f je zdola neomezend a tudiZ nenabyva
v Zadném bodé absolutni minimum. Obdobné, jestliZe je napfiklad lim, ., f(x) = 400, potom je
funkce f shora neomezenou funkci a tudiz v Zzddném bodé nenabyva absolutni maximum.
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5 Kalkulus
f

3
V nésledujicim pifikladu budeme pocitat parcidlni derivaci tfettho fadu 373 (x,y). (n€kdy budeme
pouZzivat oznacent fyyy.)
Tato teti derivace se pocitd postupnym parcidlnim derivovanim:

0,0 ,0

[10]: # Zde pouZijeme funkci diff tak, aby najednou spolitala tveti derivact (tPikrdty
wpodle proménné )
diff (cos(x*y), y, x)

[10]: - (x*y*cos(x*y) + sin(x*y))

[11]: diff(cos(x*y), x, y)

[11]: -(x*y*cos(x*y) + sin(x*y))

[82]: | # Nyni zkusme aplikovat funmkci diff postupné:

f_x = diff(cos(x*y),x)
f_xx = diff(f_x,x)
f_xxx = diff (f_xx,x)
print (f_x,f_xx,f_xxx)

-yxsin(x*xy) -y**2%cos(x*y) y**3*sin(x*y)

g(x,y) = xe’

[21]: g = x*exp(x*y**2)
print(diff(g, x, x, y))
print(diff(g, y, x, x))
print(diff(g, x, y, %))
print(g.diff(x, x, y))

2*y*(x**2*y**4 + AkKyR*k2 + 2)*exp(x*y**2)
2xyk (x*k2xky**4d + Lkxky**2 + 2)*kexp (x*y**x2)
2xyk (xxk2xy**d + Akxky**2 + 2)*exp (x*xy**x2)
2xyk (X**2xy**d + Axxxy**2 + 2)*xexp (x*y**2)

[]: # Zkuste cvidéné spocéitat nékolik prikladi na parcidlni derivace!
# Napriklad spocltéte parcidlni derivace druhého 7Tddu funkce 1+T*y*z -y**2%z+2%*3

Uvazujme funkci dvou proménnych f : R" — IR. Dal pfedpoklddejme, Ze existuji parcidlni
derivace prvniho fadu, f, resp. f,. Gradientem funkce f budeme rozumét dvourozmérny vektor
gradf = (fu fy)-

[27]: # Tady st zkusime ptTiklad na vypolet gradientu
from sympy import *
init_printing()
X ,y, 2, t = symbols('x, y, z, t')
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[33]:
[33]:

[31]:
[31]:

#u = [z,y]
gradf = derive_by_array(sin(x*y), [x, y])
pretty_print (gradf)

[y-cos(x'y) x-cos(xy)]

gradf .subs({x:1, y:0})
(o, 1]

Hessova matice funkce f je matice:

A= f'(x0) = (ajg;jm))w = (@)

: Hess = derive_by_array(gradf, [x, yl)

Hess

—y?sin (xy) —xysin (xy) + cos (xy)
—xysin (xy) + cos (xy) —x?sin (xy)

1 # VyzkouSejte si vypoclet tzv. Hessovy matice na prikladech funkct:

init_printing()

h = xxy + x**x2xy

u =[x, y]

print (derive_by_array(h, u))

gradh = derive_by_array(h, u)
Hess_matrix = derive_by_array(gradh, u)
Hess_matrix

[2*x*y +y, x*%2 + x]

2y 2x+1
2x+1 0

Hess_matrix.subs({x:1, y:1})

5o

| print (1imit (sin(x)/x, x, 0))

print(limit (x**3 + x**2 -1, x, -00))
print (1imit (x**3 + x**2 -1, x, +00))

-00
(o]}
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[3]:

VySetfete absolutni extrémy funkci na intervalu (—1,10) :
a) f(x)=x>+x2—1.
b) f(x) = (x —1)* + x2. (program nefunnguje a vraci chybu :....)

c) f(x) = sin(x). (program nefunguje vlivem faktu, ze funkce md na redlné ose nekonetné
mnoho stac. bodi)

d) f(x) =x=*exp(x),x € (—2,10).

e) f(x) = (x+1)/2*xxxx3—xxx2+1),x € (—2,10).
Chyba: —> 56 provizorniSeznam = list(solveset(df, x, domain = Interval.open(a,b))) Type-
Error: Not all constituent sets are iterable

# Tento program ma 7esit ulohu nalezent
# maxzima a minima spojité a diferencovatelné funkce na
# omezeném a uzavreném intervalu
from sympy import *
x = symbols('x')
def main():
#f = x#+3 + x**2 - 1
f = cos(x)
#f = (z+1)/(2*%x*#3 - x**2 + 1)
a=-2.0; b =10.0
#f = S(input('Zadej prTedpis funkce y = '))
#a = float(input('Zadej levy koncovy bod a = '))
#b = float (input('Zadej pravy koncovy bod b = '))

while b <= a:

print('Zadej body a,b tak, aby platilo: a < b !')

Print (' —-—mm e Y

a = float(input('Zadej levy koncovy bod a = '))

b = float(input('Zadej pravy koncovy bod b = '))
stacBody = najdi_stac_body_in(f, a, b) # atd.
print('Seznam staciondrnich bodi: ', stacBody)
seznam_podezrelych_bodu = pridej_koncove_body(a,b, stacBody)
# metoda sort() uspotddd poloZky seznamu "seznam_podezrelych_bodu"
# podle velikostt
seznam_podezrelych_bodu.sort ()
print ('Seznam podezrelych bodli: ', seznam_podezrelych_bodu)
Max = max(seznam_fun_hodnot(f, a, b, seznam_podezrelych_bodu))
Min = min(seznam_fun_hodnot(f, a, b, seznam_podezrelych_bodu))
argMax = getKey(a,b,bodyGrafu(f, seznam_podezrelych_bodu), Max)
argMin = getKey(a,b,bodyGrafu(f, seznam_podezrelych_bodu), Min)

#print (argMaz)

#print (argMin)

print ('Maximum funkce f md hodnotu: ', Max.evalf(),\
'a nabjva se v bodé&: ', argMax)

print('Minimum funkce f m& hodnotu: ', \
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Min.evalf(), 'a nabjva se v bodé: ', argMin)
#print (bodyGrafu(f, seznam_podezrelych_bodu))
plot(f, (x, a - 1, b + 2))

def seznam_fun_hodnot(f, a, b, seznam):
s = []
for hodnota in seznam:
if hodnota >= a and hodnota <= b:
nova_polozka = f.subs({x: hodnota})
s .append (nova_polozka)

return s
def bodyGrafu(f, seznam):
slovnik = {}

for item in seznam:
slovnik[item] = f.subs({x: item})
return slovnik
# def najdi_stac_body(f):
#  df = diff(f, <)

# return list(solveset(df, x, domain = S.Reals))

def najdi_stac_body_in(f, a, b):
""" Tato funkce vract stactondrni body funkce f,
které leZi mezi hodnotami a, b."""
df = diff(f, x)
provizorniSeznam = list(solveset(df, x, domain = Interval.open(a,b)))
s =[]
for bod in provizorniSeznam:
if bod > a and bod < b:
s . append (bod)
return s

def pridej_koncove_body(a, b, seznam):
""" Tato funkce md tTi parametry a pripoji
k objektu seznam dvé polozZky jejichZ hodnoty
jsou obsazeny v proménniych
a,b. Funkce nam pak vract tento novy seznam. """
seznam. append (a)
seznam. append (b)
return seznam
def getKey(a, b, slovnik, value):
list_of_keys = []
klice = slovnik.keys()
for klic in klice:
if slovnik[klic] == value:
if klic != a and klic != b:
list_of_keys.append(klic.evalf())
else:
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list_of_keys.append(klic)
return list_of_keys

main()

Seznam staciondrnich bodd: [0, pi, 2*pi, 3*pi]

Seznam podeztelych bodi: [-2.0, 0, pi, 2%pi, 3*pi, 10.0]

Maximum funkce f m& hodnotu: 1.00000000000000 a nabyjva se v bodé: [0,
6.28318530717959]

Minimum funkce f md hodnotu: -1.00000000000000 a nabyva se v bodé:
[3.14159265358979, 9.42477796076938]

[20]: from sympy import *
x = symbols('x")
def najdi_stac_body_in(f, a, b):
""" Tato funkce vract staciondarnt body funkce f,
které lezi mezi hodnotamz a, b."""
df = diff(f, x)
provizorniSeznam = list(solveset(df, x, domain = Interval.open(a,b)))
s = [
for bod in provizorniSeznam:
if bod > a and bod < b:
s.append (bod)
return s
najdi_stac_body_in((x+1)/(2*x**3 - x*x2 + 1), -10, 5)
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TypeError Traceback (most recent call last)

<ipython-input-20-74ed51a5402a> in <module>()
11 s.append (bod)
12 return s
---> 13 najdi_stac_body_in((x+1)/(2*x**3 - x**2 + 1), -10, 5)

<ipython-input-20-74ed51a5402a> in najdi_stac_body_in(f, a, b)

5 které lezi mezi hodnotami a, b."""
6 df = diff(f, x)
——> 7 provizorniSeznam = list(solveset(df, x, domain = Interval.
—open(a,b)))
8 s =[]
9 for bod in provizorniSeznam:

C:\ProgramData\Anaconda3\lib\site-packages\sympy\sets\sets.py in;
—__iter__(self)

1443 return roundrobin(*(iter(arg) for arg in self.args))
1444 else:

-> 1445 raise TypeError("Not all constituent sets are iterable")
1446

1447 class Intersection(Set):

TypeError: Not all constituent sets are iterable

[25]: df = diff(x*exp(x), x)
print(df)
print(df.subs({x: -1}))
plot(df, (x, -2, 1))

x*exp(x) + exp(x)
0
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fix)

o

—
I I

-2.0 -1.5 -1.0 —-0.5 0.0 0.5

[25]: <sympy.plotting.plot.Plot at 0Ox1134acbe0>

[4]: def getKey(slovnik, value):
list_of_keys = []
klice = slovnik.keys()
for klic in klice:
if slovnik[klic] == value:
list_of_keys.append(klic)
return list_of_keys

slovnik = {'Honza': '333 556', 'Eva': '455 888', 'Petr': '411 777',6\
'"Pavel': '566 777', 'Jana':'566 777'}
getKey(slovnik, '566 777')

[4]: ['Pavel', 'Jana'l

[5]: | def bodyGrafu(f, seznam):
slovnik = {}
for item in seznam:
slovnik[item] = f.subs({x: item})
return slovnik
f = x**2; seznam = [0, 1, 5]
bodyGrafu(f, seznam)

[5]: {0: 0, 1: 1, 5: 25}
[9]: solveset(Eq(sin(x), 1), x, domain = Interval(0,2*pi))
[9]: {pi/2}
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[23]:
[24]:

solveset(sin(x)-2, x, domain = Interval.open(0,2*pi))
EmptySet ()

solveset (Eq(x**2, -1), x, domain = S.Reals)
EmptySet ()

from math import pi, sin
a=20; b= 2*%pi
def muj_sin(x):
if x >= a and x <= b:
return sin(x)
else:
return O
muj_sin(-pi/2)

0
def abs_hodnota(x):
if x >= 0:
return x
else:
return -x

solveset (Eq(abs_hodnota(x), 0), x)

TypeError Traceback (most recent call last)

<ipython-input-24-bd6876ddf9f1> in <module>()
4 else:
5 return -x
----> 6 solveset(Eq(abs_hodnota(x), 0), x)

<ipython-input-24-bd6876ddf9f1> in abs_hodnota(x)
1 def abs_hodnota(x):

-—> 2 if x >= 0:
3 return x
4 else:
5 return -x

C:\ProgramData\Anaconda3\lib\site-packages\sympy\core\relational.py in,
—__nonzero__(self)

193
194 def __nonzero__(self):
--> 195 raise TypeError("cannot determine truth value of Relational")
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196
197 __bool__ = __nonzero__

TypeError: cannot determine truth value of Relational

5.1 Funkce dvou proménnych
5.1.1 Cviceni - test definitnosti matice 2x2

Napiste program, ktery vystii, je-li matice 2x2 pozitivné definitni.
[1]: from sympy import x
A = Matrix([[2, 5], [3, 011)
Afo, o]
Al1,1]
det (A)
A.det()

[1]: -15

[2]: # ReSent
def is_positive(A):
if A[0,0] > 0 and det(A) > O:
return True
else:
return False
is_positive(A)

def is_negative(A):
if A[0,0] < O and det(A) > O:
return True
else:
return False
is_negative (A)

if is_positive(A):
print('Matice A je pozitivné definitni.')
elif is_negative(A):
print('Matice A je negativné definitni.')
else:
print('Matice A neni ani pozitivné ani negativné definitni.')

Matice A neni ani pozitivné ani negativné definitni.
Uvazujme funkci Q(u) = u” - A-u = (Au,u)
Zkoumejme minimum této kvadratické funkce. Plati, Ze pokud je matice A pozitivné definitni,

pak funkce Q nabyva v néjakém bodé u € R" své absolutni minimum a jeho hodnota je rovna ¢islu
A tak, Ze je splnéna rovnice:
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[]:

[12]:

[5]:

Au = Au.

# Charakteristickd rounice matice A4 je rounice: det(4 -\lambda I)=0. Zde matice,
_y je
# tzvu. jednotkovd matice.

# Matice 4 ma dvé vlastni ¢isla 5 a -3 ---> 4 nen? pozitivuné definitnt
slovnik = A.eigenvals()
print(slovnik)
klice = slovnik.keys()
for klic in klice:
print(klic)

{5: 1, -3: 1%}

6 Vlastni éisla matice

[@%

islo A € C se nazyva vlastnim ¢islem ¢tvercové matice A, existuje-li nenulovy vektor u takovy,
e

N¢

Au = Au.

Viz Vlastni ¢isla a vektory

My budeme déle pracovat s tzv. symetrickymi redlnymi maticemi. To jsou takové ¢tvercové
matice (aij)ijlf pro které plati:

Vl,] {11']' = El]','.

Pfedpokladejme, Ze A € M, (R) je symetrickd matice kde M, (R) zna&i mnozinu vsech &tvr-
covych matic rozméru n x n s redlnymi prvky.

Nyni uvazujme tlohu maximalizovat funkci g(x) = xT Ax za ptedpokladu, Ze x € R" a xTx =
1.

Nyni lze dokézat, Ze tato tiloha mé feSeni £ € R" a pro néjaké redlné ¢islo A € R" pak musi
nutné platit:

A% = A%,

Odtud, je je zfejmé, Ze £ je vlastnim vektorem matice A a A je vlastnim ¢islem matice A. Navic A
je maximem funkce 4.

Déle plati, Ze je-li A € M, (R) symetrickd matice, pak jsou vSechny jeji vlastni &isla redlnymi
¢isly a

)‘min|x‘2 < xTAx < )\max‘x|2, Vx € Rn,

7 %z

kde Ain, resp. Apax Znaci nejmensi resp. nejvétsi vlastni ¢islo matice A.
# Konstrukce jednotkové matice:

from sympy import *

init_printing()

eye(3)
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1 00
010
0 01

[1]: | # Pocéitejme vlastni Eisla matice:
from sympy import *
init_printing()
t, lamda = symbols('t, lamda')
A = Matrix([[O0, -1, 4], [-1, 0, 11, [4, 1, 0]1) # matice A je symetrickd!
E = eye(3)
D = det(A -lamda*E )
print("A - lamda*E = ")
pprint (A - lamda*E)

print("D = Det(A - lamdaxE) = ", D, "=")

pprint (D)

A - lamda*E =

[U+23A1]-A -1 4 [U+23A4]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A2]-1 -A 1 [U+23A5]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]14 1 -A[U+23A6]

D = Det(A - lamda*E) = -lamda**3 + 18*lamda - 8 =
3

- A + 18A - 8

[4]: print("Charakteristicky mnohollen p(lamda) = ")
simplify (D) . expand (mul=True)

Charakteristicky mnoho&len p(lamda) =

A3 4+181 -8

[8]: | # Ukazuje se, Ze ne kaZdé vlastni cislo redlné matice
# mus? byt realnym cislem.
from sympy import *
A.eigenvals()

{4:1, —2+V6:1, —\@—2:1}
6.0.1 Cviceni - vlastni éisla

Napiste program testujici pozitivni resp. negativni definitnost matice A s vyuZzitim kritéria pracu-
jictho s vlastnimi ¢isly.

32



[6]:

def main():
A = Matrix([[1, 2], [3, 411)
slovnik = A.eigenvals()
if len(pos_eigenvals(slovnik)) == 0:

print('Matice A je negativné& definitni.')

elif len(neg_eigenvals(slovnik)) ==

print('Matice A je pozitivné& definitni

else:

print('Matice A neni ani pozitivné ani

def pos_eigenvals(slovnik):
klice = slovnik.keys()
seznamKladnychKlicu = []
for klic in klice:
if klic > O:

seznamKladnychKlicu.append(klic)

return seznamKladnychKlicu

def neg_eigenvals(slovnik):
klice = slovnik.keys()
seznamZapornychKlicu = []
for klic in klice:
if klic < O:

seznamZapornychKlicu.append (klic)

return seznamZapornychKlicu

main()

Testovaci funkce:

a) f(x,y) = x*+2+y* 2.

b) f(x,y) =x**xd+y*xxd— (x+y)**2
o) f(x,y) = x %2 —y*x*2

d) f(x,y) =x%xy+50/x+20/y

e) f(x,y) =3%x+2%y—x**3—yxx2
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negativné definitni.')

Matice A neni ani pozitivné ani negativné definitni.

7 Funkce dvou proménnych - pfiklady na lok. extrémy



[41]:  # NapiSme program, vySettujici lokdlni extrémy funkce dvou proménnych.
from sympy import *
from sympy.plotting import plot3d
X,y = symbols('x, y')
init_printing()
# Nynt definujme tzv.hlavnt funkct, kde definujeme logiku celého programu. Tato,
< funkce pochopitelné miZe zdviset
# na dalSich specidlnich funkcich, které jsou wvoldny uvnit? hlavni funkce main()
def main():
f = 3*%x + 2%y - x**3 - y*k*2
#f = S(input('Zadejte predpis funkce: z='))
print('Gradientem funkce f v bodé (x,y)', 'je vektor: ')
df = derive_by_array(f, [x,yl)
print (df)
solns = najdi_stac_body(f)
print ('Celkovy poéet kofent: ', len(solns))
print('Seznam vSech korend soustavy: ', solns )
real_solns = get_real_solns(solns)
xsouradnice = []
for bod in real_solns:
xsouradnice . append (bod [0])
minx = min(xsouradnice)
maxx = max(xsouradnice)
ysouradnice = []
for bod in real_solns:
ysouradnice.append(bod[1])
miny = min(ysouradnice)
maxy = max(ysouradnice)
print('Tady je seznam staciondrnich bodi: ', real_solns)
print('Hessova matice v obecném bodé (x,y) je rovna matici: ')
pprint(derive_by_array(df, [x,y]))
for stac_bod in real_solns:
print('Tady je Hessova matice vylislend v bodé', stac_bod, ': ')
pprint (d2f (f, stac_bod[0], stac_bod[1]))
if is_positive(d2f(f, stac_bod[0], stac_bod[1])): # podminka testuje,
wpozitunt definitnost Hessovy matice d2f(stac_bod)
print ('Funkce nabyjva v bodé&', stac_bod)
print (' (ostré) lokdlni minimum', f.subs({x: stac_bod[0], y:,
—stac_bod[1]1}))
elif is_negative(d2f(f, stac_bod[0], stac_bod[1])):
print ('Funkce nabyjva v bodé', stac_bod)
print (' (ostré) lokdlni maximum', f.subs({x: stac_bod[0], y:,
~stac_bod[1]1}))
else:
print('Postadujici podminky nejsou splnény a tudiZ nelze')
print('nasi vétu pouZit.')
pprint (d2f (f, stac_bod[0], stac_bod[1]))
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if len(real_solns) > 1:
plot3d(f, (x, minx, maxx), (y, miny, maxy))
else:
plot3d(f, (x, minx - 1, maxx + 1), (y, miny - 1, maxy + 1))

def get_real_solns(sezn_korenu) :
s = []
for koren in sezn_korenu:
if koren[0] .is_real and koren[1].is_real:
s .append (koren)
return s

def d2f(f,a,b):
u = [x,y]
gradf = derive_by_array(f, u)
Hess = derive_by_array(gradf, u)
return Hess.subs({x:a, y:b})

def najdi_stac_body(f):
gradf = derive_by_array(f, [x,y])
return list(nonlinsolve(gradf, [x,yl))

def is_positive(A):
if A[0,0] > O and A[0,0]*A[1,1] - A[0,1]1*A[1,0] > O:
—~Rozhodovaci blok
return True
else:
return False
def is_negative(A):
if A[0,0] < O and A[0,0]x*A[1,1] - A[0,11xA[1,0] > O:
return True
else:
return False
main()

Gradientem funkce f v bodé (x,y) je vektor:

[3 - 3*x*x2, 2 - 2xy]

Celkovy polet kofent: 2

Seznam vSech kofend soustavy: [(-1, 1), (1, 1)]

Tady je seznam staciondrnich bodu: [(-1, 1), (1, 1)]
Hessova matice v obecném bodé (x,y) je rovna matici:
[U+23A1]-6-x 0O [U+23A4]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3] 0 -2[U+2346]

Tady je Hessova matice vyéislend v bodé (-1, 1)
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[U+23A1]16 O [U+23A4]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]0 -2[U+23A6]

Postadujici podminky nejsou splnény a tudiZ nelze
nasSi vétu pouzit.

[U+23A1]6 0 [U+23A4]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]0 -2[U+2346]

Tady je Hessova matice vylislend v bodé (1, 1)
[U+23A1]1-6 O [U+2344]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]0 -2[U+2346]

Funkce nabyva v bodé& (1, 1)

(ostré) lokalni maximum 3

<Figure size 640x480 with 1 Axes>

[18]: from sympy import *
from sympy.plotting import plot3d
X,y = symbols('x, y')
init_printing()
def d2f(f):
u = [x,y]
gradf = derive_by_array(f, u)
Hess = derive_by_array(gradf, u)
return Hess
d2f (x**3 - y**2 + x)

[18]:
6x 0
oY)
[15]: | diff (x**2 + y**2, x, y)
[15]:
0
[13]: diff(Out[11], ¥)
[13]:
0

8 Program pro 1,2 a 3 dimenziondalni p¥ipad

V nésledujicim kédu budeme potiebovat testovat pozitivni definitnost matice 3x3. Lze pouZit tzv.
Sylvestrovo kritérium. Viz. https:/ /cs.wikipedia.org/wiki/Sylvesterovo_krit7%C3%A9rium

[44]: # Toto je pokus napsat kdd, ktery bude vySettovat lokdlni extrémy
# funkce jedné, dvou mebo t77 proménnych v uloze bez omezent.

36



from sympy import *

from numpy.matlib import *

import numpy as np

from sympy.plotting import plot3d

X, ¥, z = symbols('x, y, z') # tady definujeme kolekci symbolickych proménnych

class Function():
def __init__(self, f):
self.f = f
def show_function(self):
print('Tady je funkce y = ', self.f)
def der(self, k):
return d(self.f, k)
def substitute(self, hodnota):
return self.f.subs({x: hodnotal})
def update_function(self, new_f):
self.f = new_f
def null_points(self):
return list(solveset(self.f, domain = S.Reals))
def stupen_nonzero_der(self, hodnota):
k=2
while d(self.f, k).subs({x:hodnota}) == O:
k+=1
return k

class Funkce?2:
def __init__(self, f):
self.f = £

class Funkce3():
def __init__(self, f):
self.f = f
def fun_value(self, a, b, c):
return self.f.subs({x: a, y: b, z: c})
def najdi_stac_body(self):
return nonlinsolve(derive_by_array(self.f, (x,y,z)),(x, y, z))
def najdi_gradient(self):
return derive_by_array(self.f, (x, y, z))
def najdi_Hess_matrix(self):
gradf = derive_by_array(self.f, (x, y, z))
Hess = derive_by_array(gradf, (x, y, z))
return Hess
def Hess_subst(self, a, b, c):
u =[x, y, z]
gradf = derive_by_array(f, u)
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Hess = derive_by_array(gradf, u)

H11 = Hess[0,0]; H12 = Hess[0,1]; H13 = Hess[0,2];\
H21 = Hess[1,0]; H22 = Hess[1,1]; H23 = Hess[1,2];\
H31 = Hess[2,0]; H32 = Hess[2,1]; H33 = Hess[2,2]

Hess_matrix = Matrix([[H11, H12, H13], [H21, H22, H23], [H31, H32, H33]])
return Hess_matrix.subs({x:a, y:b, z:c})

class Gradient:
def __init__(self, f):
self . f = £
def get_gradient(self, u):
return derive_by_array(f, u)

def get_real_solns(sezn_korenu) :
s = []
for koren in sezn_korenu:
if koren[0] .is_real and koren[1].is_real:
s .append (koren)
return s

def d2f(f,a,b):
u = [x,y]
gradf = derive_by_array(f, u)
Hess = derive_by_array(gradf, u)
return Hess.subs({x:a, y:b})

def najdi_stac_body(f):
gradf = derive_by_array(f, [x,yl)
return list(nonlinsolve(gradf, [x,y]))

def is_positive(A):
if A[0,0] > 0 and A[0,0]*A[1,1] - A[O0,1]1*A[1,0] > O: #
—Rozhodovact blok
return True
else:
return False
def is_negative(A):
if A[0,0] < O and A[0,0]*A[1,1] - A[O0,1]*A[1,0] > O:
return True
else:
return False

def is_positive_3d(A):
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D3 = det(A)

A.row_del(2)

A.col_del(2)

D2 = det(A)

D1 A[0, 0]

if D1 > 0 and D2 > 0 and D3 > O:
return True

else:
return False

def is_negative_3d(A):

D3 = A.det()

A.row_del(2)

A.col_del(2)

D2 = A.det()

D1 = A[0, 0]

if D1 < 0 and D2 > 0 and D3 < O:
return True

else:
return False

# def is_nonnegative_3d(4):

def d(f, k):
if k == 0:
return f
if k > 0:
return diff(d(f, k-1), x)

def je_sude(k):
if k % 2 == 0:
return True
else:
return False

def optimize_loc_1():
f = S(input('Define: f(x)= "))
function = Function(f)
function.show_function()

rr

Nyni se zjisti staciondrni body funkce f

dif = Function(function.der(1))

solns = dif .null_points()

delka_solns = max(solns) - min(solns) + 0.1 # délka intervalu v némZ leZi
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# stac body
print('Tady je seznam staciondrnich bodid: ', solns)
for stac_point in solns:
m = function.stupen_nonzero_der(stac_point)
dmf = Function(function.der(m))
if je_sude(m):
if dmf.substitute(stac_point)>0:
print ('Funkce nabyva v bodé ', stac_point)
print('lokdlni minimum a jeho hodnota je rovma: ', \
function.substitute(stac_point))

else:
print ('Funkce nabyva v bodé ', stac_point)
print('lokdlni maximum a jeho hodnota je rovna ', \
function.substitute(stac_point))
else:
print ('Funkce nemd v bodé ', stac_point, 'lokalni extrém')

plot(f, (x, min(solns) - delka_solns, max(solns) + delka_solns))

def optimize_loc_2():
f = S(input('Zadejte pfedpis funkce: z='))
print('Gradientem funkce f v bodé (x,y)', 'je vektor: ')
df = derive_by_array(f, [x,y])
print (df)
solns = najdi_stac_body(f)
print ('Celkovy poclet kofent: ', len(solns))
print('Seznam v8ech kofend soustavy: ', solns )
real_solns = get_real_solns(solns)
xsouradnice = []
for bod in real_solns:
xsouradnice . append (bod[0])
minx = min(xsouradnice)
maxx = max(xsouradnice)
ysouradnice = []
for bod in real_solns:
ysouradnice.append(bod [0])
miny = min(ysouradnice)
maxy = max(ysouradnice)
print('Tady je seznam staciondrnich bodG: ', real_solns)
print('Hessova matice v obecném bodé (x,y) je rovna matici: ')
pprint(derive_by_array(df, [x,y]l))
for stac_bod in real_solns:
print('Tady je Hessova matice vylislend v bodé&', stac_bod, ': ')
pprint (d2f (f, stac_bod[0], stac_bod[1]))
if is_positive(d2f(f, stac_bod[0], stac_bod[1])): # podminka testuje,
wpoziiunt definitnost Hessovy matice d2f(stac_bod)

print ('Funkce nabyjva v bodé&', stac_bod)
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print (' (ostré) lokdlni minimum', f.subs({x: stac_bod[0], y:.
—~stac_bod[1]}))
elif is_negative(d2f(f, stac_bod[0], stac_bod[1])):
print ('Funkce nabjva v bodé&', stac_bod)
print (' (ostré) lokdlni minimum', f.subs({x: stac_bod[0], y:.
—~stac_bod[1]}))
else:
print('Postadujici podminky nejsou splnény a tudiZ nelze')
print('nasi vétu pouZit.')
pprint (d2f (f, stac_bod[0], stac_bod[1]))
if len(real_solns) > 1:
plot3d(f, (x, minx, maxx), (y, miny, maxy))
else:
plot3d(f, (x, minx - 1, maxx + 1), (y, miny - 1, maxy + 1))

def optimize_loc_3():

f = S(input('Zadejte pfedpis funkce: w = '))

funkce = Funkce3(f)

gradf = Gradient(f)

solns = funkce.najdi_stac_body()

print ('Celkovy polet kofent: ', len(solns))

print('Seznam vSech kofend soustavy: ', solns )

real_solns = get_real_solns(solns)

xsouradnice = []

for bod in real_solns:
xsouradnice.append (bod [0])

minx = min(xsouradnice)

maxx = max(xsouradnice)

ysouradnice = []

for bod in real_solns:
ysouradnice.append(bod[1])

miny = min(ysouradnice)

maxy = max(ysouradnice)

zsouradnice = []

for bod in real_solns:
zsouradnice.append(bod[2])

minz = min(zsouradnice)

maxz = max(zsouradnice)

print('Tady je seznam staciondrnich bodid: ', real_solns)
print ('Hessova matice v obecném bodé (x,y) je rovna matici: ')
print (funkce.najdi_Hess_matrix())
for stac_bod in real_solns:
print('Tady je Hessova matice vylislend v bodé&', stac_bod, ': ')
print (funkce.Hess_subst(stac_bod[0], stac_bod[1], stac_bod[2]))
if is_positive_3d(funkce.Hess_subst(stac_bod[0], stac_bod[l],
wstac_bod[2])): # podminka testuje poziiuni definitnost Hessovy matice,
—~d2f (stac_bod)
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print ('Funkce nabyva v bod&', stac_bod)
print (' (ostré) lokdlni minimum', funkce.fun_value(stac_bod[0],
—stac_bod[1], stac_bod[2]))
elif is_negative3d(funkce.Hess_subst(stac_bod[0], stac_bod[1],,
—stac_bod[2])):
print ('Funkce nabjva v bodé&', stac_bod)
print (' (ostré) lokdlni maximum', funkce.fun_value(stac_bod[0],
—stac_bod[1], stac_bod[2]))
else:
print('Postadujici podminky nejsou splnény a tudiZ nelze')
print('nasi vétu pouzit.')

def main():
dimenze = int(input('Zadejte polet proménnjch (1,2, nebo 3) : ')) #,
—prTedpokldddme, Ze zaddte hodnotu 1,2 mebo 3
if dimenze ==
optimize_loc_1()
elif dimenze ==
optimize_loc_2()
else:
optimize_loc_3()

main()

Zadejte poet proménnych (1,2, nebo 3) : 3

Zadejte predpis funkce: w = x*y -z**2

Celkovy polet korent: 1

Seznam vS8ech kotend soustavy: {(0, 0, 0)}

Tady je seznam stacionadrnich bodi: [(0, 0, 0)]
Hessova matice v obecném bodé (x,y) je rovna matici:
tco, ¢, ol, (1, o, o], [0, O, -2]]

Tady je Hessova matice vy&islend v bodé& (0, 0, 0)
Matrix([[0, 1, 0], [1, O, 0], [0, O, 011)

NameError Traceback (most recent call last)

<ipython-input-44-6c14e02d1001> in <module>
252 optimize_loc_3()
253

--> 254 main()
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<ipython-input-44-6c14e02d1001> in main()

250 optimize_loc_2()
251 else:

--> 252 optimize_loc_3()
253
254 main()

<ipython-input-44-6c14e02d1001> in optimize_loc_3()

232 print ('Funkce nabyva v bodé', stac_bod)
233 print (' (ostré) lokdlni minimum', funkce.
~fun_value(stac_bod[0], stac_bod[1], stac_bod[2]))
--> 234 elif is_negative3d(funkce.Hess_subst(stac_bod[0], stac_bod[1],
~stac_bod[2])):
235 print ('Funkce nabyva v bod&', stac_bod)
236 print (' (ostré) lokdlni maximum', funkce.

~fun_value(stac_bod[0], stac_bod[1], stac_bod[2]))

NameError: name 'is_negative3d' is not defined

[35]: from sympy import x
X, y, z = symbols("x, y, z"
f = k%2 + 2ky*x2 + z¥%x2 - 2¥x¥y + 2%z

[4]: ldf_x = diff(f, x)
df _x

[4]: 2%x - 2%y - 1

[36]: | # Vypoclet gradientu df funkce f:
gradf = derive_by_array(f, [x, y, z]) # gradient funkce f

df = gradf

df [0] # parcidlni derivace podle pruni proménné x
df [1] # parcidlni derivace podle pruni proménné y
df [2] # parcidalni derivace podle pruni proménné z
df

[36]: [2xx - 2%y, -2%x + 4%y, 2xz + 2]

Daéle budeme fesit soustavu tf rovnic o tfech neznamych:
gradf =0
2%x —2xy—1=0—-2%xx+4xy=02%xz4+2=0

[37]: reseni = nonlinsolve(gradf, [x, y, z])
reseni

[37]: {(0, 0, -1)}
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[40]: HessMatrix = derive_by_array(gradf, [x, y, z])
pprint (HessMatrix)
HessMatrix

[U+23A1]2 -2 O0[U+23A4]

[U+23A2] [U+23A5]
[U+23A2]-2 4  O0[U+23A5]
[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]0 O 2[U+23A6]

[40] [[2, _2, O], [_21 4, 0]: [O) O, 2]]

[41]: HessMatrix = Matrix([[2, -2, 0], [-2, 4, 0], [0, O, 2]11)
HessMatrix

[41]: Matrix([
[ 2, -2, 0],
[-2, 4, 0],
Lo, 0, 21D

[30]: def is_positive_3d(A):

D3 = det(A)

A.row_del(2)

A.col_del(2)

D2 = det(A)

D1 = A[0, 0]

if D1 > 0 and D2 > 0 and D3 > O:
return True

else:
return False

[42]: is_positive_3d(HessMatrix)
[42]: True

Hessova matice je tedy ve staciondrnim bodé (0, 0, -1) pozitivné definitni. Funkce nabyva v
bodé (0, 0, -1) (ostré) lokalni minimum.
[43]:  # Hodnota lokdlniho minima je Touna:
lokmin = f.subs({x: 1, y: 1/2, z: -1})
lokmin

[43]: -0.500000000000000

[46]: | # PFiklad ¢. 1
Zadejte poet proménnych (1,2, nebo 3) : 3
Zadejte predpis funkce: w = x*¥%2 + 2%y**2 + z¥*x2 - 2%x*xy - x + 2%z
Celkovy polet korent: 1
Seznam v8ech kofend soustavy: {(1, 1/2, -1)}
Tady je seznam staciondrnich bodd: [(1, 1/2, -1)]
Hessova matice v obecném bodé (x,y) je rovna matici:
(2, -2, ol, (-2, 4, ol, [0, 0, 2]]
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Tady je Hessova matice vyéislend v bodé (1, 1/2, -1)

Matrix([[2, 0, 0], [0, 2, 0], [0, O, 211)

Funkce nabyva v bodé (1, 1/2, -1)

(ostré) lokdlni minimum -3/2

# Priklad ¢. 2

Zadejte predpis funkce: z=x**4 + y**4 - (x + y)**2

Gradientem funkce f v bod& (x,y) je vektor:

[4xxx*3 - 2%x - 2%y, -2%xx + 4xy**3 - 2%y]

Celkovy poCet korenl: 7

Seznam v8ech kofend soustavy: [(-1, -1), (0, 0), (1, 1), ((-1 +,
-sqrt (3)*I)*sqrt (1 + sqrt(3)*I)/4, sqrt(1/4 + sqrt(3)*I/4)), (-sqrt(l -,
—sqrt(3)*I)*(1 + sqrt(3)*I)/4, sqrt(1/4 - sqrt(3)*I/4)), (sqrt(l -,
-sqrt(3)*ID)*x(1 + sqrt(3)*I)/4, -sqrt(1/4 - sqrt(3)*I/4)), ((1 -
—sqrt(3)*I)*sqrt (1 + sqrt(3)*I)/4, -sqrt(1/4 + sqrt(3)*I/4))]

Tady je seznam staciondrnich bodd: [(-1, -1), (0, 0), (1, 1)]
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[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A2] 2 [U+23A5]

[U+23A3]] -2 12y - 2[U+2346]

Tady je Hessova matice vy&islend v bod& (-1, -1)
[U+23A1]]10 -2/[U+23A4]

[U+23A2] [U+23A5]
[U+2343]]-2  10[[U+23A6]]
Funkce nabyva v bodé (-1, -1
(ostré) lokalni minimum -2
Tady je Hessova matice vy&islend v bodé (0, 0)

[U+23A1]]-2 -2/[U+23A4]

U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]]-2  -2/[U+23A6]]

Postacujici podminky nejsou splnény a tudiZ nelze
nasi vétu pouzit.
[U+23A1]]-2 -2/[U+23A4]
[U+23A2] [U+23A5]
[U+23A3]]-2 -2/[U+23A6]
Tady je Hessova matice vy&islend v bodé (1, 1)
[U+23A1]1(10 -2/ [U+23A4]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]|-2 10|[U+23A6]
Funkce nabyva v bodé (1, 1)

(ostré) lokalni minimum -2

p

I

45



[3]:

# Priklad 3:

File "<ipython-input-46-02b822a0bd99>", line 2
Zadejte poCet proménnjch (1,2, nebo 3) : 3

SyntaxError: invalid syntax

9 Metoda nejm. ¢tvercti, abs. extrémy

9.1

Predstavme si nasledujici problém. Mame ddnu mnoZinu bod® v roviné majici soufadnice
[x0,Yol, [x1,v1], - - -, [Xn, yn] Nyni hledejme linedrni funkci y = ax + b takovou, aby co nejlépe
predikovala zavislost mezi proménnymi x a y. To pfedstavuje nalezeni hodnot parametrti a, b.
Pouzijme metodu tzv. nejmensich ¢tvercti. Smysl metody spociva v tom, Ze se snazime minimali-

zovat teelovou funkci f(a,b) = Y1 o[(ax; + b) — y;]*>. Napi§me program, ktery si nacte soutadnice

Metoda nejmensich ctvercii

danych bodt a vrati ndm pokud mozno optimalni hodnoty paramerti a, b.

# ReSent

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from sympy import *

a,b,x,y,s,t = symbols('a, b, x, y, s, t')

def

def

nacti_data():

control = 'A'

seznam_bodu = []1 # zde jsme vytvorilti dolasné tzv. prdzdny seznam

# Nyni bude ndasledovat cyklus, kterym postupné vytvorime seznam,

# obsahujici souradnice danych bodi:

while control == 'A' or control =='a':
print('Je zapotfebi zadat alespon dva body !')
prvni_souradnice = float(input('Zadej prvni soufadnici: '))
druha_souradnice = float(input('Zadej druhou soufadnici: '))
seznam_bodu. append ( [prvni_souradnice, druha_souradnice])

control = input('Chce8§-1i zadat soufadnice dalSiho bodu, pak napis A:

return seznam_bodu

najdi_stac_body (£):

gradf = derive_by_array(f, [a,bl)
print('gradf = ', gradf)

return list(nonlinsolve(gradf, [a,bl))

data = nacti_data()
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print(data)
f = 5(0)
for bod in data:
f = f + ((axbod[0] + b) - bod[1])**2
print('f(a,b) = ', f)
parametry = najdi_stac_body(f)
A = float(format(parametry[0][0], '.2f'))
B = float(format(parametry[0][1], '.2f'))

print('Seznam paramert a,b : ')
print('a = ', A)
print('b = ', B)

L = S(A*x + B)
print('Optimdlni linedrni funkci je funkce: ')
print('y = ', L)
# nyni vytvorime sezmam x-ovych souradnic bodi:
xsouradnice = []
for bod in data:
xsouradnice.append(bod [0])
minx = min(xsouradnice)
maxx = max(xsouradnice)
plot(L, (x, minx, maxx))

Je zapot¥ebi zadat alespoir dva body !

Zadej prvni soufradnici: 1

Zadej druhou souradnici: 2

Chce$-1i zadat souradnice dalSiho bodu, pak napis A: A
Je zapotfebi zadat alespoh dva body !

Zadej prvni souradnici: 3

Zadej druhou soufradnici: -5

Chce$-1i zadat souradnice dalSiho bodu, pak napisS A: A
Je zapotrebi zadat alespoh dva body !

Zadej prvni soufradnici: 5

Zadej druhou soufradnici: 5

Chces-1i zadat souradnice dalSiho bodu, pak napis A: N
[[1.0, 2.0]1, [3.0, -5.01, [5.0, 5.01]

f(a,b) = (1.0%¥a + b - 2.0)**x2 + (3.0%xa + b + 5.0)**x2 + (5.0%a + b - 5.0)*x*2
gradf = [70.0%a + 18.0%b - 24.0, 18.0*a + 6*b - 4.0]
Seznam paramerd a,b :

a= 0.75

b= -1.58

Optimdlni linedrni funkci je funkce:

y = 0.75%x - 1.58
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[3]:

[10]

[10]:
[15]:

[15]:
[4]:

fix)

2.0 1

15 1

10

<sympy.plotting.plot.Plot at 0x110£85b00>

4.0 45 5.0

:[f = (1.0xa + b - 2.0)*%2 + (3.0%a + b + 5.0)**2 + (5.0%a + b - 5.0)%x*2
gradf = derive_by_array(f, [a,bl)
hess_f = derive_by_array(gradf, [a,b]l)

hess_f

A.det()
96.0000000000000

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.arange(-1, 10, 0.2)

y = 0.75*%x - 1.58

# data = [[1, 2], [3, -1]]

[[70.0000000000000, 18.0000000000000],

A = Matrix([[70.0000000000000, 18.0000000000000],

xsouradniceBodu = [x[0] for x in data]

ysouradniceBodu
fig, ax = plt.subplots()

[y[1] for y in datal

plt.scatter(xsouradniceBodu, ysouradniceBodu)

ax.plot(x, y)
plt.show()
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9.2 Nalezeni absolutnich extrému

Pfipomerime nésledujici vétu:
Véta. Méjme dédnu spojitou funkci f : R* — R.

a) Jestlize lim| |, f(x) = +00, potom pro libovolnou omezenou, uzavienou mnozinu S C
R" existuje bod xo € absming(f).\

b) Jestlize lim|,_,o f(x) = —oo, potom pro libovolnou omezenou, uzavienou mnozinu S C
R" existuje x{, € absmaxs(f). O

Zadani: vySetfeme absolutni extrémy funkct:

a) xx x4+ ykxd — (x+y)**2;

b) x**2 —y*x*x2—4xx+6xy;(1.2.)

C) xx*x24yx*x2+4xxxy—8xx—12xy (1.3.)
d) x*y+50/x+20/y

[9]: from sympy import *
X, ¥, R, t = symbols('x, y, R, t')
# priklad a)
f = x*xx4 + yx*x4 - (xt+y)**2
# priklad d)
#f = zxy + 50/ + 20/y
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V = f.subs({x: R*cos(t), y: R*sin(t)})
print (V)
print (1imit(V, R, oo ))

Rxx4*xsin(t)**4 + Rx*4*xcos(t)**4 - (R*sin(t) + R*cos(t))**2
ooxsign(sin(t)**4 + cos(t)**4)

[10]: solve_univariate_inequality(sin(t)**4 + cos(t)**4 > 0, t, relational=False)

[10]: R

[7]: from sympy import *
t = symbols('x"')
vyraz = sin(t)*cos(t)
print(vyraz.subs({t: 2.1}))
print(vyraz.subs({t: 2.1}) >= 0)
plot(vyraz, (t, 0, 2*pi))

-0.435787886206794
False

=
=
0.4 -
0.2 1
0.0 . . :
) 1 2 4
02
—0.4 -

[7]: <sympy.plotting.plot.Plot at 0x113151d30>

a) Danéd funkce méa v nekone¢nu limitu rovnu +oco. Tedy Sy = +00. Na druhé strané funkce
nabyva v jistém bodé své absolutni minimum.

b) Dané funkce nema v nekone¢nu limitu a déle S,;;;;, = —o0 a S;;5x = 0.
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[10]: | # Nyni uréime lokdlni extrémy:
# NapisSme program, vysSetrujict lokalni extrémy funkce dvou proménnych.
from sympy import *
from sympy.plotting import plot3d
X,y = symbols('x, y')
init_printing()
# Nyni definujme tzv.hlavni funkct, kde definujeme logiku celého programu. Tato
- funkce pochopitelné mizZe zdviset
# na dalSich specidlnich funkcich, které jsou voldny uvnit? hlavni funkce main()
def main():
f = S(input('Zadejte pfedpis funkce: z='))
print ('Gradientem funkce f v bodé (x,y)', 'je vektor: ')
df = derive_by_array(f, [x,yl)
print (df)
solns = najdi_stac_body(f)
print ('Celkovy poéet kofent: ', len(solns))
print('Seznam vSech korend soustavy: ', solns )
real_solns = get_real_solns(solns)
xsouradnice = []
for bod in real_solns:
xsouradnice . append (bod [0])
minx = min(xsouradnice)
maxx = max(xsouradnice)
ysouradnice = []
for bod in real_solns:
ysouradnice.append(bod[1])
miny = min(ysouradnice)
maxy = max(ysouradnice)
print('Tady je seznam staciondrnich bodi: ', real_solns)
print('Hessova matice v obecném bodé (x,y) je rovna matici: ')
pprint(derive_by_array(df, [x,y]))
for stac_bod in real_solns:
print('Tady je Hessova matice vylislend v bodé', stac_bod, ': ')
pprint (d2f (f, stac_bod[0], stac_bod[1]))
if is_positive(d2f(f, stac_bod[0], stac_bod[1])): # podminka testuje,
wpozitunt definitnost Hessovy matice d2f(stac_bod)
print ('Funkce nabyjva v bodé&', stac_bod)
print (' (ostré) lokdlni minimum', f.subs({x: stac_bod[0], y:,
—stac_bod[1]1}))
elif is_negative(d2f(f, stac_bod[0], stac_bod[1])):
print ('Funkce nabyjva v bodé', stac_bod)
print (' (ostré) lokdlni minimum', f.subs({x: stac_bod[0], y:,
~stac_bod[1]1}))
else:
print('Postadujici podminky nejsou splnény a tudiZ nelze')
print('nasi vétu pouZit.')
pprint (d2f (f, stac_bod[0], stac_bod[1]))
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if len(real_solns) > 1:
plot3d(f, (x, minx, maxx), (y, miny, maxy))
else:
plot3d(f, (x, minx - 1, maxx + 1), (y, miny - 1, maxy + 1))

def get_real_solns(sezn_korenu) :
s = []
for koren in sezn_korenu:
if koren[0] .is_real and koren[1].is_real:
s .append (koren)
return s

def d2f(f,a,b):
u = [x,y]
gradf = derive_by_array(f, u)
Hess = derive_by_array(gradf, u)
return Hess.subs({x:a, y:b})

def najdi_stac_body(f):
gradf = derive_by_array(f, [x,y])
return list(nonlinsolve(gradf, [x,yl))

def is_positive(A):
# Rozhodovaci blok:
if A[0,0] > O and A[0,0]*A[1,1] - A[O0,1]*A[1,0] > O:
return True
else:
return False
def is_negative(A):
if A[0,0] < O and A[0,0]*A[1,1] - A[0,1]*A[1,0] > O:
return True
else:
return False
main()

Zadejte predpis funkce: z=x*x4 + y**4 - (x+y)**2

Gradientem funkce f v bodé (x,y) je vektor:

[4*x**3 - 2%x - 2%y, -2%xx + 4xy**3 - 2%y]

Celkovy polet kofent: 7

Seznam vS8ech kofend soustavy: [(-1, -1), (0, 0), (1, 1), ((-1 +

sqrt (3)*I) *sqrt (1 + sqrt(3)*I)/4, sqrt(1/4 + sqrt(3)*I/4)), (-sqrt(l -

sqrt (3)*I)*(1 + sqrt(3)*I)/4, sqrt(l/4 - sqrt(3)*I/4)), (sqrt(l - sqrt(3)*I)*(1
+ sqrt(3)*I)/4, -sqrt(1/4 - sqrt(3)*I/4)), ((1 - sqrt(3)*I)*sqrt(l +
sqrt(3)*I)/4, -sqrt(1/4 + sqrt(3)*I/4))]

Tady je seznam stacionadrnich bod@: [(-1, -1), (0, 0), (1, 1)]
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Hessova matice v obecném bodé (x,y) je rovna matici:

[U+23A1] 2 [U+23A4]
[U+23A2]12:x - 2 -2 [U+23A5]
[U+23A2] [U+23A5]
[U+23A2] 2 [U+23A5]
[(U+23A3] -2 12.y - 2[U+23A6]

Tady je Hessova matice vy&islend v bodé (-1, -1)
[U+23A1]110 -2[U+2344]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]-2 10[U+2346]

Funkce nabyva v bodé (-1, -1)

(ostré) lokadlni minimum -2

Tady je Hessova matice vylislend v bodé (0, 0)
[U+23A1]1-2 -2[U+2344]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]-2 -2[U+2346]

Postadujici podminky nejsou splnény a tudiZ nelze
naSi vétu pouzit.

[U+23A1]1-2 -2[U+2344]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]-2 -2[U+2346]

Tady je Hessova matice vyCislend v bodé (1, 1)
[U+23A1]110 -2[U+2344]

[U+23A2] [U+23A5]

[U+23A3]-2 10[U+2346]

Funkce nabyva v bodé (1, 1)

(ostré) lokalni minimum -2

53



Zaver :

a) funkce z = x % %4 4+ y * x4 — (x + y) * *2 nabyva v bodech (—1,—1) a (1,1) své absolutni
minimum S,,;, = —2. Absolutni maximum funkce nenabyva vzhledem k tomu, Ze limita v
nekonec¢nu je rovna 0. Tedy Sy = 0.

b) funkce z = x % %2 —y*x %2 —4 % x + 6 * y nemda v bodé (2,3) lokalni extrém a absolutni
extrémy téZ nenabyvéd, S,y = —00 a Syax = 0.

c) (8,—10) ¢ locextr(f) a Syin = —00 @ Syax = 0.

d) Funkce nabyva v bodé (5, 2) (ostré) lokdlni minimum 30 a S,,;, = —00 @ Sy = 0.
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